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الحمد لله والصللاة والسلام على نبينا محمد وعلى آله وصحبه أجمعين:» ويعد: 


تعد مادة الرياضيات من المواد الدراسية الأساسية التي تهيِّئْ للطالب فرص اكتساب مستويات عُليا من 
الكفايات التعليمية» مما يتيح له تنمية قدرته على التفكير وحل المشكلات» ويساعده على التعامل مع مواقف 
الحياة وتلبية متطلباتها. 
ومن منطلق الاهتمام الذي توليه حكومة خادم الحرمين الشريفين بتنمية الموارد البشرية: وعيًا بأهمية 
دورها في تحقيق التنمية الشاملة» كان توجه وزارة التعليم نحو تطوير المناهج الدراسية وفي مقدمتها مناهج 
الرياضيات» بدءًا من المرحلة الابتدائية, سعيًا للارتقاء يمخرجات التعليم لدى الطلاب» والوصول بهم إلى 
مصاف أقرانهم في الدول المتقدمة. 
وتتميز هذه الكتب بأنها تتناول المادة بأساليب حديثة؛ تتوافر فيها عناصر الجذب والتشويقء التي تجعل 
الطالب يقبل على تعلمها ويتفاعل معهاء من خلال ما تقدمه من تدريبات وأنشطة متنوعة؛ كما تؤكد هذه 
الكتب على جوانب مهمة في تعليم الرياضيات وتعلمهاء تتمثل فيما يأتي: 
ء الترابطالوثيق بين محتوى الرياضيات وبين المواقف والمشكلات الحياتية. 
ء تنوع طرائق عرض المحتوى بصورة جذاية مشوقة. 
٠‏ إبرازدورالمتعلم في عمليات التعليم والتعلم. 
1 32 
٠‏ الاهتمام بالمهاراتالرياضية؛ والتي تعمل على ترابط المحتوى الرياضي وتجعل منه كلا متكاملاء 
ومن بينها: مهارات التواصل الرياضيء ومهارات الحس الرياضي» ومهارات جمع البيانات وتنظيمها 
وتفسيرهاء ومهارات التفكير العليا. 


٠ء‏ الاهتمام بتنفين خطوات أسلوب حل المشكلات» وتوظيف استراتيجياته المختلفة في كيفية التفكير 
في المشكلات الرياضية والحياتية وحلها. 


٠‏ الاهتمام بتوظيف التقنية في المواقف الرياضية المختلفة. 

٠‏ الاهتمام بتوظيف أساليب متنوعة في تقويم الطلاب بما يتناسب مع الفروق الفردية بينهم. 

ولمواكبة التطورات العالمية في هذا المجال؛ فإن المناهج المطورة والكتب الجديدة سوف توفر للمعلم 
مجموعة متكاملة من المواد التعليمية المتنوعة التي تراعي الفروق الفردية بين الطلابء بالإضافة إلى 
البرمجيات والمواقع التعليمية» التي توفر للطالب فرصة توظيف التقنيات الحديثة والتواصل المبني على 
الممارسة؛ مما يؤكد دوره في عملية التعليم والتعلم. 

ونحن إذ نقدّم هذه الكتب لأعزائنا الطلاب؛ لنأمل أن تحوز على اهتمامهم؛ وتلبي متطلباتهم وتجعل 
تعلمهم لهذه المادة أكثر متعة وفائدة. 


والله ولي التوفيق 


التهيئة للفصل الأول 9 
1-1 مقدمة في المتجهات تمهف ع م طمن سس كوس ماتخو قي مضه ابرط 2 10 
1-2 المتجهات في المستوى الإحداثي 11111111101011 1 00:11 
1-3 الضرب الداخلي مت عن 4ع لاد يك من جام اسلا جور ابه عع نزي الى قد م2 26 
اختبار منتصف الفصل 22 دشهة3 
1-4 المتجهات في الفضاء الثلاثي الأبعاد عم عاك عام دع جا ماقا اماع فاه عع رو ع عع ودواه 33012 
1-5 الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء قم اا مسد طهر ف ع عالق مامية م قمع 39 
دليل الدراسة والمراجعة 24 
اختبار الفصل ع اشع ع ا قد ع ا رف ال ع وا مه وو نو مه ووم تومو 249 


التهيئة للفصل الثاني ا ا ا 91 

2-1 الإحداثيات القطبية لط ل دوا لاما نوا الخ كوتو بو لز ل شط كا والح ص 1 52 

2-2 الصورة القطبية والصورة الديكارتية للمعاد لات 2300000 

2-3 الأعداد المركبة ونظرية ديموافر اا ا 1000 1 

دليل الدراسة والمراجعة مع عه مور عد عون عد دف مونو دع مور عد صرت ابه روا بويا روا روا ا ا وات رد 479 

اختبار الفصل لاتحم نف قن انظ نه أقافة فاه اواج وسح وو :12 83 
©6. ّوث.هه6 


وزارة التعليح 


دهن معنالع عه بمأاكاصذالطا 


التهيئة للفصل الثالث شاه شه ع قي رع عن لمع خط عور ف مرا ةمدخ وعد ركاذا علخ عدت رطف مها ع 
3-1 الدراسات التجريبية والمسحية والقائمة على الملاحظة لظ 


3-4 الاحتمال والتوزيعات الاحتمالية ا ا ا 


3-5 التوزيع الطبيعي 00 


التهيئة للفصل الرابع 5 
4-1 تقدير النهايات بيانيًا ل ار ا د او ا ل 


4-3 المماس والسرعة المتجهة م ع نر ل احا لشم اي ما وا لور ل الما ا 


4-5 المساحة تحت المنحنى والتكامل ل 0 
4-6 النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل ب 20 


دليل الدراسة والمراجعة شر شخ شرك ف ول ع نف لع ال اك لوال أدص تناع داس دير أده اانا نان 


درست استعمال حساب المثلثات 
لحل المثلث . 


تك اياك 
وأمثلها في الآنظمة الإحداثية, 
الثنائية والثلاثية الأبعاد. 

أجدُ مسقط متجه على متجه 


آخر. 
أكتب متجهًا باستعمال متجهّي 
الوحدة. 


أجِدُ الضرب الداخليء والزاوية 
بين متجهين في الأنظمة 
الإحداثيةالثنائية: والثالاثية 
الأبعاد. 

أجدُ الضرب الاتجاهي لمتجهين 
في الفضاء؛ وأستعملٌ الضرب 
القياسي الثلاثي؛ لإيجاد حجوم 
متوازياتالسطوح. 


الملاد,ا زه 
ل رياضة: تستعمل المتجهات 
لنمذجة مواقف حياتية:؛ فمثلا 
يمكن استعمالها لتحديد محصلة 
سرعة واتجاه حركة رمح رماه 
لاعبء إذا ركض إلى الأمام بسرعة 
5 ورمى الرمح بسرعة 
75 وبزاوية مقدارها ”40 مع 
الآفقي. 

قراءة سابقة: اقرأ عناوين 
الدروس والمفردات الأساسية في 
هذا الفصلء واستعملها للتنبؤ بما 
ا في هذا الفصل . 


وبسسيييي يس سي سس سس ببس يي يبب 


أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط الآتية» ثم أوجد إحدائيّي نقطة 
منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بينهما. 


)-4 -1(, )-6,-8( 4 )2, -9(, )-3, 7 6 


أوجد قيمة »* في كلّ مما يأتي مقرّبًا الناتج إلى أقرب عُشْرٍ. 


9 بالون: أطلق بالون يحتوي على هواء ساخن في الفضاء. إذا كان 
البالون مربوطًا بحبلين مشدودين يمسك بكلّ منهما شخص يقف 
على سطح الأرضء والمسافة بين الشخصين 3516 » بحيث كان 
قياس الزاوية بين كل من الحبلين والأرض *40» فأوجد طول كل 


من الحبلين إلى أقرب جزءٍ من عشرة. 


أوجد جميع الحلول الممكنة لكل مثلث مما يأتي إن أمكن, وإذا لم 
يوجد حل فاكتب ” لا يوجد حَلّ “ مقرّيا أطوال الأضلاع إلى أقرب عدد 
صحيح. وقياسات الزوايا إلى أقرب درجة. 

0 *210,5-7,4-128م 

1) “127 -16,4 - 15,5 - م 


2) “18,452 - 15,5 - م 


رابط الدرس الرقمي 


فيقيقه 


مراجعة المفردات 


صيغة المسافة في المستوى الاحداثي 

(ع2132 ع2 0001012 عط ا دنا ماتتحصره] ععصجؤ1215) 

المسافة بين النقطتين (1/2 ,ج:8)3 ,(1/1 ,103:1 هي : 
7ن - يه) + 2( - يند) ل - قله 


صيغة إحدائيّي منتصف قطعة مستقيمة في المستوى 
الإحداشي (عصدااآ عأمصتلهم) عط1' صز هتستحسره] غسلمم 0 3/18) 
إذا كان (1/1 , 1/2(:4)31 , ج82 ؛ فإن إحداثيِّي نقطة منتصف :48 
ولا 30 21 
تقلط تبر 
النسبة المثلثية (162610 ع11اع2012م1218) 
نسبة تقارن بين طونّي ضلعين في المثلث القائم الزاوية. 


الدوال المثلثية للزوايا 

(15اعع لط 01 015أع تا عتناء خط ممع 111 ) 

لتكن 0 زاويةٌ مرسومة في الوضع القياسي؛ وتقع النقطة ( /1 ,)1 
على ضلع انتهائها. باستعمال نظرية فيثاغورس يمكن إيجاد 1 
(المسافة من النقطة 17 إلى نقطة الأصل) باستعمال الصيغة 

2 + 1/2 ح 7؛ وتكون الدوال المثلثية الست للزاوية 0 معرفة 
كما يأتى: 


ع 0 وم - 10زو 


لك < 


كّ 

1 

ا 1 
0-0 ع6 0 عو عد - 6 حتد] 


نور - مغ 0 عد رك - 0ععو 


قانون جيوب التمام (5ع00512) 01 1.3308) 

إذا كانت أضلاع') 2/47 التي أطوالها:0 ,8 ,4 تقابل الزوايا ذات 
القياسات ) ,18 , 4 على ا لترتيب»؛ فإن! لعلا قا تالآتية تكون صحيحة : 
4 وم» 256 - 2ع + 62 - 2ع 8 

058 ع2 - 2ع + 2م - 2 4 6 


© 05» 205 - 2م + 2و د2 


قانون الجيوب (5125 01 1.330) 

إذا كانت أضلاع '5/4860/ التي أطوالها:0 ,8 ,4 تقابل الزوايا ذات 

القياسات ) 18 ,4 على الترتيب» فإن الماح قات الآتية تكون صحيحة : 
٠.6‏ 9 


3 بره ه ه 


. 08 ©.6 
6 صذة _ 8صذه _ 4 هزه " ٠‏ 


4 7 6 


الفصل 1 التهيئة للفصل ‏ 9 


رابط الدرس الرقمي 


لإ لكا 


مقدمة في المتجهات 
ملعل 10 مولء لم0 لاطا 7 ال 


0ك فيقيقن 
كد 


درست استعمال حساب المثلثات 
في حل المثلث. (مهارة سابقة) المحاولة الناجحة لتسجيل هدف في كرة القدم تعتمد على عدة 
عوامل؛ منها سرعة الكرة بعد ضربهاء واتجاه بحر كنها. ا 


الملادرا زه 


واالافره 
2 هذي: العا باستعمال كمية أيذة ت 
أحري العمليات على وصف كل من ين العاملين و تسمى 
المتجهات باستعمال مقياس 
الرسم» وأمثلها عندسدًا َ 
١‏ 00 لمتجه إلى مركبتيه الكميات القياسية والكميات المتجهة يمكن وصف الكثير من الكميات الفيزيائية مثل الكتلة بقيمة عددية واحدة» 
مدنين. 
* أحلُ مسائل تطبيقية على وعندئل تُسمى كمية قياسية (عددية)» ويدل هذا العدد على مقدار الكمية أو قياسها. أما المتجه فهو كمية لها مقدار 
المتجهات. واتجاه؟ فمثلّا سرعة الكرة المتجهة نحو المرمي جنوبًا تمثل كلا من: مقدار سرعة الكرة» واتجاه حركتهاء ولذلك تُعتبر 
امن المغيرداات: متجه والعدد المرتبط بمتجه يسمى كمَيَةٌ مَتحَهَةٌ. 
كمية قياسية (عددية) 
/ألأمةنا 50131 
5 حدّد الكميات المتجهة, والكميات القياسية (العددية) في كل مما يأتي: 
الكمية المتجهة 5 ا ا 1 1 
ا 6 يسير قارب بسرعة ل 5 في اتجاه اعت الغربي. 
قطعة مستقيمة متجهة بما أن لهذه الكمية اتجامّاء إذن هى كمية متجهة. 
أمعمرعع؟ عمنا لعمع مال 1 
5 ) يسير شخص على قدميه بسرعة 22/11112 75 جهة الغرب. 
نقطة النهاية بما أن لسرعة الشخص قيمة هى 872/0312 75» واتجامًا للغرب؛ لذا فهى كمية متجهة. 
لمم أهمتممع] َّّ 1 
الوضع القياسي ( قطعت سيارة مسافة قدرها 22>[ 20 . 
5-8 0 بما أن لهذه الكمية قيمة وهي 2017 . وليس لها اتجاه؛ إذن هذه المسافة كمية قياسية. 
متءع أل 0 د ا ايقن 
رس رسفن تحقق من فهمك 
ناا 1 5 5000 2 ع 
5 حدّد الكميات المتجهة , والكميات القياسية (العددية) في كل مما يأتي: 
مه 0ه لقناو 8) تسير سيارة بسرعة 231/1 60 » وبزاوية "15 جهة الجنوب الشرقى. 
الاتجاه الحقيقي 3 
امعط عنما 18) هبوط مظَلَّى رأسيًا إلى أسفل بسرعة <[ / خحط 12.5 . 
المتجهات المتوازية 1 
5اماعن أعااةهم 1( طول قامة تق 9 مس 5 . 
المتجهات المتساوية ١‏ 
5ع أقناوء 0 
المتجهان المتعاكسان المتجهات: نقطة النهاية 
00 يمكن تمثيل المتجه هندسيًا بقطعة مستقيمة ةِ لها اتجاه (قطعة مستقيمة متجهة). أو سهم 8 
المحصلة 
0 يُظهر كلا من المقدار والاتجاه . ويمثّل الشكل المجاور القطعة المستقيمة المتجهة التي لها 2 
قاعدة المثلث نقطة البداية 4 ونقطة النهاية 8. ويرمز لهذا المتجه بالرمز ز 48 أو 3 أوه 1 
لمطاعم عاعمدم 
قاعدة متوازي الأضلاع أما طول المتجه فهو عبارة عن طول القطعة المستقيمة التي تمثله» ففي الشكل المجاورء إذا نقطة البداية 4 
سيد كان مقياس الرسم هو 14/8 5 - ته 1» فإن طول المتجه 2 » ويُرمز له بالرمز || » يساوي ب 
3 يي ع 1 
0ع 2610 5 »ا 2.6 أو 5/غ] 13. 
المركبات 
000 يكون المتجه في الوضع القياسي. إذا كانت نقطة بداية المتجه هي نقطة الأصل ويعبّر عر لك 
المركبات المتعاماة عن اتجاه بالزارية التي يصنعها مع الاتجاه الأفقي (الاتجاه الموجب للمحور  .)<‏ *52ع انث 
كألاع ممم مم 3اأناع ممع فمثل: اتجاه الم هو اما ع1 هذ ذايت 1 : 
( مهأغأمعسلع )6ه غ5 دايا 
3 3 - 2021 


60 الفصل1 المتجهات 


زاوية الاتجاه الحقيقي 
إذا أعطي قياس زاوية بثللاثة 
أرقام؛ ولم تعصّ أي مركبات 


اتجاهية إضافية: فإنها زاوية 
اتجاه حقيقي. فمثلا زاوية 
الاتجاه الحقيقي للمتجه 

7 في الشكل المجاور هي 
*145 . 


النيوتن 

وحدة لقياس القوة؛ ويرمز 
له بالحرف 1 وهو عبارة 
عن القؤة التي تؤثر في جسم 
كتلته 1168؛ لتكسبه تسارعًا 
مقداره 1202/52 . 


يمكن أن يمثل طول المتجه 


مسافة: أو سرعة أو قوة. 


وإذا مثل المتجه سرعة: 
فإن طوله لا يمثّل المسافة 
المقطوعة . 


ويمكن التعبير عن اتجاه المتجه أيضًا باستعمال زاوية الاتجاه الربعي © ٠‏ وتُّقرأفاي» وهي 
زاوية قياسها بين "0 و ”90 شرق أو غرب الخط الرأسي (خط شمال - جنوب). فمثلا زاوية 
الاتجاه الربعي للمتجه ‏ في الشكل المجاور هي "35 جنوب شرقء وتُكتب 35*18 5 . 


كما يمكن استعمال زاوية الاتجاه الحقيقي » حيث ثقاس الزاوية مع عقارب الساعة بدءًا 
من الشمال . ويقاس الاتجاه الحقيقي بثلاثة أرقام, » فمثلا يُكتب الاتجاه الذي يحدّد 0 
قياسها ”25 من الشمال مع عقارب الساعة باستعمال الاتجاه الحقيقى على الصورة " 


استعمل مسطرةٌ ومنقلةٌ؛ لرسم متجه لكل من الكميات الآنية» واكتب مقياس الرسم في كل حالة: 
) 44/5 20 ح ح باتجاه "030 . 


0 + 20 لامها 307 من الشمال. وفي اتجاه عقارب 
الساعة. 


5 و/ 10 ح وس 1 أ0 17 


) مدن ا 5 
25 م 140 مع 
الاتجاه الموجب للمحور 2 . 


©) طا/تحمط 30 ع 3ء باتحاه 7117 "60 5 . 
1.50 - 20 + 30» بزاوية قياسها "60 في اتجاه جنوب غرب . 
طا/تم 20 د طنز 1 


استعمل مسطرة ومنقلة؛ لرسم متجه لكلّ من الكميات الآنية» واكتب مقياس الرسم في كل حالة: 
8) 8/5 20 - ]ء باتجاه "065 . 

8) طانم 15 ح هى باتجاه 15 *25 5 . 

©26) 6021 ح حمء بزاوية قياسها *80 مع الاتجاه الأفقي. 


عند إجرائك العمليات على المتجهات. فإنك تحتاج إلى الأنواع الشائعة 
الآتية من المتجهات: 

٠‏ المتجهات المتوازية لها الاتجاه نفسه. أو اتجاهان متعاكسان» وليس 
بالضرورة أن يكون لها الطول نفسه. فمثلًا في الشكل المجاور 

*ااء ااا طالة. 

المتجهات المتساوية لها الاتجاه نفسه. والطول نفسه. ففي الشكل 
المجاور »© ,3 ؛ لهما الطول والاتجاه نفساهماء لذا هما متساويان» 
ويعبّر عنه بالرموز: © -2. 


. المتحهان 15 دما لطر تقئيهة اي متعاكسان. عب لبد كين للمعناععه موه بمتكتصنالر 
الصيورة وك ذذى لكك السواى اوج كم . 2021-3 
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ا ل م ا إيجاد المحصّلة هندسيًا باستعمال 190102909298811 : 
سه 


إيجاد المحصلة 


قاعدة المثلث قاعدة متوازي الأضلاع 


لإيجاد محصّلة المتجهين ,2:2 لإيجاد محصّلة المتجهين ,2:2 
اتبع الخطوتين الآتيتين: 0 ا اتبع الخطوات الآتية : 3 5 


بحيث تلتقي نقطة بدايته تلتقفي نقطة بدايته مع نقطة بداية 
مع نقطة نهاية المتجه 2 . المتجه 2. 
الخطوة 2 محصلة المتجهين 2,1 غطوة 2 أكمل رسم متوازي الأضلاع الذي 
هي المتجه المرسوم من ضلعاه 2,8 . 
نقطة بداية 2 إلى نقطة 00000 
ا محصلة المتجهين هي 
نهاية 8 . 0 ل 
5 المتجهالذي يمثله قطر 
متوازي الأضلاع . 


مثال 5 من وافع (١‏ جياه إيجاد محصلة متجهين 
ان رياضة المشي: قطع عبد اللّه في سباق للمشي» ب ل ته 
متجهين باستعمال قاعدة الشرق . كم يبعد عبد الله عن نقطة البداية» وما هي زاوية الاتجاه الربعي 
متوازي الأضلاع:؛ يلزم إعادة 
اب ا ا افترض أن المتجه © يمثّل المشي 12053 في الاتجاه 17 8150 وأن 1 
من الأسهل في هذه الحالة المتجه 0 يمثل المشي 8053 باتجاه الشرق. ارسم شكل يمثل إن 2 
ابتعمال ظطريقة مشابهة باستعمال مقياس الرسم 5020 > 22ك1 . 5 
لقاعدة ا لمثلث: وذلك بوضع 
نقطة بداية متجه عند نقطة استعمل مسطرة ومنقلة؛ لرسم سهم طوله 2.428 -120+50؛ ‏ 8 ص16 0 
ا فنا ويصنع زاوية قياسها '50 شمال شرق؛ ليُمثل المتجه ط[» وارسم سهمًا مدوة د مه 1 
آخر طوله حت 1.6 50 + 80 في اتجاه الشرق؛ ليُّمثْل المتجه ©. 
18 
م 0 الطريقة 1 قاعدة المثلث الطريقة 2 قاعدة متوازي الأضلاع 
اعمل انسحابًا للمتجه © » بحيث تلتقي نقطة بدايته مع ايل اميد ١‏ لالحره واه ميك كت الله ورمع 
وا + ص7 + 1 نقطة نهاية المتجه » ثم ارسم متجه المحصلة © + 2[ نقطة بداية م» د ثم أكمل متوازي الأضلاع؛ وارسم قطره 
كما في الشكل أدناه. الذي يمثّل المحصلة © + (» كما في الشكل أدناه. 
9 
م 
4+م 


نحصل في كلتا الطريقتين على متجه المحصلة © + 8 نفسه. قِس طول 

+ 8 باستعمال المسطرة؛ ثم قس الزاوية التي يصنعها هذا المتجه مع الخط 
الرأسي كما في الشكل المجاور. 

تجد أن طول المتجه يساوي حت 3.7 تقريئاء ويُمثْل 1852 - 50 << 3.7 . 
وعليه يكون عبد الله على بعد 1851 من نقطة البداية باتجاه 17 667 7 . 


ممعمعنلع ]60 لاك اص الا 


وه وى 14431 - 2021 
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أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآنية مستعملًا قاعدة المثلث. أو متوازي الأضلاع. ثمّ حدّد اتجاهها 


المتجهات المتوازية في 


اع 9 بالنسبة للأفقي. 

أوأكثر لها الاتجاه نفسه؛ هو 8 58) 2 

متجه طوله يساوي مجموع 3 9 6 

أطوال هذه المتجهات»: 

واتجاهه هو اتجاه المتجهات 1 7 7 

الأصلية نفسه. 68 لعبة اطفال: رمى طفل كرة صغيرة في لعبة مخصصة للأطفال بسرعة 7152/5» باتجاه “310» فارتدت 
15 3 باتجاه ”055 » وبسرعة 415/5 . أوجد مقدار محصلة حركة الكرة واتجاهها. 


3122/56 2 2/56 


(قرب طول المحصلة إلى أقرب بوصة» والاتجاه إلى أقرب درجة) 


ط+هة 
20/56 5 عند جمع متجهين متعاكسين لهما الطول نفسه؛ فإن المحصلة هي المتجه الصفري.ويرمز له 5 
بالرمز 0 أو 0 » وطوله صفر» وليس له اتجاه. وعملية طرح المتجهات تشبه عملية طرح الأعداد. احدينا 
لإيجاد © - م؛ اجمع معكوس 4 إلى م ؛ أي أن:(9-) + م - » - م . 
و كذلك يمكن ضرب المتجه فى علد حقيقيٌ. 


إذا صرب المتجه 8 في عدد حقيقي 1 فإن طول المتجه 117 هو | !| ||. ويتحدد اتجاهه بإشارة 1 . 
|16 | تقرأ القيمة المطلقة © إذا كانت 0 < ع » فإن اتجاه 77ا/ هو اتجاه 77 نفسه. 
للعدد الحقيقي >1. © إذا كانت 0 > ع ؛ فإن اتجاه 1 هو عكس اتجاه لا . 
| ]| تمثل طول المتجه ل. 


العمليات غان البتجيات 


ارسم المتجه ناك - 3:6 . حيث ل[ ,ء< متجهان كما في الشكل المجاور. حك 


أعد كتابة المتجه نل - 3:6 على صورة حاصل جمع متجهين [ نإ -) + 3:6, ثم مثّل المتجه: 3‏ كلا 
العع ءا ا برسم متجه طوله 3 أمثال المتجه 2 » وبالاتجاه نفسه كما في الشكل 1.1.1 . 


الا ا ا ولتمثيل المتجه تل - , ارسم متجهًا طوله ّ طول 'ء وفي اتجاه معاكس لاتجاه لا كما في 
اا الشتكل 1-2 الوك العمل قاعداه المخلك» ارس مجه اليحصلة كما في الكل 1:15 
متجه طوله يساوي القيمة 

المطلقة للفرق بين طولي 

المتجهين؛ واتجاهه هو ٍ ع3 و3 
اتجاه المتجه الأكبر طولًا. 


الشكل 1.1.1 الشكل 1.1.2 الشكل 1.1.3 
تحقق من فهماء 

ارسم المتجه الذي يُمثّل كلا مما يأتي : 

48) 2 +4ل)ع -ج 


.وهة© 

أي 066 م.وهةه»© 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 
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تطبيقات المتجهات: يُسمى المتجهان اللّذان ناتج جمعهما 
المتجه 5» مركبتي 3. ومع أن مركبتي المتجه يمكن أن تكونا في أي 
اتجاه» إلا أنه من المفيد غالبا تحليل المتجه إلى مر كبتين متعامدتين» 
واحدة أفقية» والأخرى رأسية. ففي الشكل المجاور يمكن اعتبار 
القوة 5 المبذولة لسحب العربة بصفتها مجموع مركبتين هما أفقية » 
تحرك العربة إلى الأمام» ورأسية تتسحب العربة إلى أعلى. 


مثال 5 من واقع الحياة 
قص العشب: يدفع علي عربة قصّ | لعشب بقوة مقدارها 450117 » وبزاوية 
قياسها "56 مع سطح الأرض. 

3) ارسم شكلًا يوضّح تحليل القوة التي يبذلها علي إلى مركبتين متعامدتين. 


يمكن تحليل قوة الدفع إلى مركبتين؛ أفقية >< إلى الأمام ورأسية 
"إلى أسفل كما في الشكل أدناه. 


لع الربط مع الحياة 


يتطلب الضغط على مفتاح الكهرباء؛ 
لإشعال الضوء قوة مقدارها [1 3 . 
والقوة التي تؤثر بها الجاذبية الأرضية 
في الشخص تعادل 60011 تقريبًا. 
والقوة المبذولة من لاعب رفع أثقال 
تساوي 200011 تقريبًا . 


آحا 450 


م أوجد مقدار كل من المركبتين؛ الأفقية فقية والرأسية للقوة. 
ل ية والرأسية مثلثًا قائمَ م الزاوية. استعمل تعريف الجيب» أو جيب التمام؛ 


لإيجاد مقدار كل قوة منهما 
كدت ووو تعريف الجيبء وجيب التما لفك 5 
450 حسوه ع 2 لق 450 

"56 وم» 450 ع |« | خُل بالنسبة إلى :2 » 1 "56 صنذه 450 ع إنو| 
2 بح || استعمل الآئة الحاسبة 3 - إلو| 


مقدار المركبة الأفقية 25211 تقريباء ومقدار المركبة الرأسية 373117 تقر 


أ تحتق من فممك 
5( كرة قدم: يركل لاعبٌ كرةً قدم من سطح الأرض بسرعةٍ مقدارها 56/5 44» وبزاوية ةِ قياسها “33 مع سطح 
الأرض كما في الشكا أدناه. 


( ازسم شكلا يوضح تخليل هذه السزعة إلى مركبتين متعامدتين. 
وزارة التعليح 


68 أوجد مقدار كل من المركبتين الأفقية والرأسية للسرعة . مهتامء تلظ 6ه وماكتصذالز 
3 - 2021 
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تدرب يحل انا 001111111111111 


حدّد الكميات المتجهة والكميات القياسية في كلّ مما يأني: 
1) طول محمد حك 125 . 


رمثال 1) 


مساحة مربع 207 20. 

3( يركض غزال بسرعة 22/5 15 باتجاه الغرب. 
4) المسافة التي قطعتها كرة قدم 12 5 . 

5) إطار سيارة وزنه 7168 معلق بحبل. 


6) رمى حجر رأسيًا إلى أعلى بسرعة 86/5 50 . 


استعمل المسطرة والمنقلة؛ لرسم متجه لكل من الكميات الآنية» ثم اكتب 
مقياس الرسم في كل حالة. (مثال2) 


5/صذ 13 ع طء باتجاه "205 

8 طا/حصا 6 ح ى.» باتجاه 1/7 11707 

نغ 9 5 - [» وبزاوية قياسها "300 مع الأفقي. 

00( جا 28 - 4» وبزاوية قياسها "35 مع الأفقي. 

1) م 40 -ح 1 . باتجاه 1 55 5 

2) 5/رحط 32 ح 12. باتجاه “030 

أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآنية باستعمال قاعدة المثلث؛ 
أو قاعدة متوازي الأضلاع؛ قرّب المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ 


من السنتمتر» ؛ ثم حدّد اتحاهها بالنسبة للأفقي مستعملًا المسطرة» 
والمنقلة: (مثال 3) 


ع “ا ا 14 0 
5 6 


(16 (15 


7( ركوب الزوارق: غادر زورق أحد الموانى باتجاه 1/7 1/607 
قطع مسافة 12 مب بحرياء ث غير قاد الزورق اتجاه حركته إلى 
5 فقطع مسافة 15 ميلا بحريًا. أوجد بُعد الزورق» واتجاه 
حركته في موقعه الحالي بالنسبة إلى الميناء. (مثال 3) 


حدد مقدار المحصلة الناتجة عن - 
يأتي: (مثال 3) 


جمع المتجهين. واتجاهها في كلَّ مما 


8) 1832 للأمام, ثم 2017 للخلف. 
9) 1000 للشمالء ثم 3502 للجنوب . 
0) خصط17 شرقَاء ثم 1م16 جنوبًا. 


1) 1522/52 باتجاه زاوية قياسها "60 مع الأفقي, : 
الأسفل. 


ثم 22/82 9.8 إلى 


استعمل المتجهات الآنية؛ لرسم متجه يمثل كل عبارة مما يأني: 


رمثال 4) 
م 5 
11 
سه 
2) 25 بآ 
3) مذ +صه 


4) 2-21 + مر 


25) مط + م3 - مم 


ارسم شكلًا يوضّح تحليل كل متجه مما يأتي إلى مركبتّيه المتعامدتين, ثم 
أوجد مقدار كلّ منهما. (مثال 5) 


26) ذ/طة 21 »؛ باتجاه ”310 مع الأفقي. 
7) حت 1.5 » باتجاه 1 497 [2. 


8 تدم رمك باتجاه "255 . 


© .وهة© 
©68ى*. .*ثى.ووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

ها معنالءع عه بمأكاصاالطا 

2021 - 3 
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29) تنظيف: يدفع حسن عصا مكنسة التنظيف 
بقوة مقدارها 19017. وبزاوية قياسها 
*33 مع سطح الأرض كما في الشكل 
المجاور. (مثال 5) 
8) ارسم شكلًا يوضّح تحليل هذه القوة إلى 
مركبتيها المتعامدتين. 


( أوجد مقذان كل نن البدركية الأفقنة والمركية الرابسية. 
0) لعب أطفال: يدفع محمد عربة أخته بقوة مقدارها 210017 وباتجاه 
*31 مع الأفقي» أوجد مقدار المركبة الرأسية للقوة إلى أقرب عدد 
1) اه تمثيلات متعددة: في هذه المسألة ستستقصي ضرب متجه 
فى عدد حقيقى. 


8) بيانيّاه ارسم المتجه 2 على المستوى الإحدائي» بحيث تكون 
نقطة بدايته عند نقطة الأصل. واختر قيمة عددية ل 6 » ثم ارسم 
متها ناتيجًا عن ضرب 4 في المتجه الأصلي على المستوى 
الأخدائي نفسة. وكرر الملية مع أربعة نتجهات أخرى 0 نت بط 
© واستعمل قيمة ! نفسها في كل مرة. 


) جدوئيّاه انسخ الجدول أدناه في دفترك» ثم اكتب البيانات 


نقطة النهاية 


للمتجه مضروبًا في العدد ع1 للمتجه 


ظ نقطة النهاية 


©) تحليليًاه إذا كانت (2 ,4) نقطة النهاية للمتجه 2 » فما 
إحداثيات نقطة النهاية للمتجه 2/ ؟ 


المتجه الموازن هو متجه يساوي متجه المحصلة في المقدار ويعاكسه 
في الاتجاهء بحيث إن ناتج جمع متجه المحصلة مع المتجه الموازن 


6 الفصل1 المتجهات 


2) أوجد طول واتجاه المتجه الموازن للمتجهين: 
ط/نحم 15 - 3» باتجاه "125 
طا/رتمم 12 ع طء باتجاه "045 


3 كرة حديدية: عُلّقت كرة حديدية بحبلين متساويبن في الطول 
كما في الشكل أدناه. 


8) إذا كانت و1 ,11 تُمثلان قوتى الشدٌّ فى الحبلين» وكانت 
و - 11 فارسم شكلًا يُمثْل وضع التوازن للكرة. 


0) أعد رسم الشكل باستعمال قاعدة المثلث لتجد و1 + 17 
©) استعمل الشكل في الفقرة ط وحقيقة أن محصلة و11 + 1 هي 


المتجه الموازن لوزن الكرة؛ لحساب مقدار كل من و1 , ,7 


أوجد طول كل متجه واتجاهه مما يأتي بمعلومية مركبتيه الأفقية والرأسية» 


والمدى الممكن لزاوية كلّ منها: 


4) الأفقية ةذ 0.32» الرأسية هذ 2.28 » "180 > 6 > *90 . 
5) الأفقية غ5 3.1» الرأسية غ1 4.2 *90 > # > *0 . 


6) الأفقية حص 2.6» الرأسية مك 9.7» "360 > 0 > *270 . 


ارسم ثلاثة متجهات © ,8 ,2 ؛ لتوضح صحة كل خاصية من الخصائص 
الآتية هندسيًا: 


7) الخاصية الإبدالية ه + ط ع 8 + هج 


8) الخاصية التجميعية (© + 6) + 2ج ح »ع + (ط + ه) 


© .وه© 
©6»08ى*. .ث.ةوه 
9) الخاصية التوزيعية 1 + 2 ع (8 + 8))8 عحوث*2-.,05 ,2ه / 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


مسائل مهارات التغكيرالعليا 


0) مسألة مفتوحة: لديك متجه مقداره 5 وحدات بالاتجاه الموجب 


لمحور :دء حدّل المتجه إلى مركبتين متعامدتين على ألا تكون أي 


منهما أفقية أو رأسية. 


1 تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآنية صحيحة أحيانّاء أو صحيحة 


دائمًا أو ليست صحيحة أبدَاء وبرّر إجابتك. 
”من الممكن إيجاد مجموع متجهين متوازيين باستعمال طريقة 
متوازي الأضلاع”. 


2) تبرير: بفرض أن: |ط + 2| < |ط| + || 
) عبر عن هذه العبارة بالكلمات . 


8) هل هذه العبارة صحيحة أم خاطئة؟ بِرّر إجابتك . 


3) اكتشف الخطأ: حاول كل من حسين ومصطفى إيجاد محصلة 
المتجهين 2,2 . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر إجابتك. 


ساي بن طفى 
8 23 
6 
عه 1 
م + 


4) تبرير: هل من الممكن أن يكون ناتج جمع متجهين مساويًا 
لأحدهما؟ برّر إجابتك. 


5) اكتب: قارن بين قاعدتي متوازي الأضلاع والمثلث في إيجاد 
محصلة > مسسجهين . 


أوجد قيمة :* في كلّ مما يأني مقرًّاالناتج إلى أقرب عُشر إذا لزم 
ذلك. (مهارة سابقة) 


)46 


ل 
10 


7) 48) 
نه 
| | 


49) خل المثلث الآني مقرّبًا الناتج إلى أقرب عشر إذا لزم ذلك. 
(مهارة سابقة) 


0 خُلٌ المعادلة:0 - :د وم» - :23 ذه لجميع قيم 3. (مهارة سابقة) 


1 نزهاة: قام حسان بنزهة خارج مخيمه الكشفي» فقطع مسافة 
2ك[ 75 في اتجاه الشرق من المخيم حتى وصل أحد المساجد, ثم 
سار شمالًا قاصدًا حديقةً عامة فقطع مسافة 5.612 حدّد موقع 
الحديقة بالنسبة للمخيم؟ 


2 طارت طائرة لعبة تسير باستعمال جهاز التحكم عن بعد بزاوية قياسها 
“22 مع الأفقي» وبسرعة 16/5 48 كما في الشكل أدناه. أي مما يأنتي 
يُمثْل مقدار المركبتين الأفقية والرأسية لسرعة الطائرة على الترتيب؟ 


2 


ع»5/]؟ 48 


1/5 40.7 , 5 / ]1 25.4 
8 5/غآ 25.4 رد /غ] 40.7 
) 1/5 90.6 ,5 / ]1 56.6 


00 1/5 56.6 ,5 /خ]؟ 90.6 


©6 ومهة© 
6666 .6ه 
2.089 *.ل*. ".٠ه‏ 
وزارة التعليح 
دهن معنالءع عه بمأكاصأالطا 
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درست العمليات على 
المتجهات باستعمال مقياس 
الرسم . (الدرس1- 1( 


الللإدكاد 

ميات طن 
المتجهات في المستوى 
الإحداثي؛ وأمثّلها بياتيًا. 

* أكتب المتجه باستعمال 
متجهّي الوحدة. 

الصورة الإحداثية 

1110 017111 م 17م 

متجه الوحدة 

]معنا أأانا 

متجها الوحدة القياسيان 

65 آنا 5300310 

توافق خطي 


لونأةلأطصم ندعم ا 


المتجهات في المستوى الإحداثي 


عمواط مغ]31مأل: ه600 عطا ما كمقه/١‏ 


رابط الدرس الرقمي 


الملاةا (ه 
تؤثّر الرياح في سرعة الطائرة واتجاه حركتها؛ لذا يستعمل قائد الطائرة 
مقاييس مدرّجة؛ لتحديد السرعة والاتجاه الذي يجب على الطائرة السير فيه؛ 
لمعادلة أثر الرياح » وعادة ما يتم إجراء هذه الحسابات باستعمال المتجهات 
في المستوى الإحداثي. 

المتجهات في المستوى الإحداثي فى الدرس 1-1» تعلمت إيجاد طول (مقدار) المحصّلة واتجاهها لمتجهين 
أو أكثر هندسيًا باستعمال مقياس رسم. وبسبب عدم دقة الرسم؛ فإننا نحتاج إلى طريقة جبرية باستعمال نظام 
الإحداثيات المتعامدة للمواقف التي تحتاج إلى دقةٍ أكثرء أو التي تكون فيها المتجهات أكثر تعقيدًا. 

ويمكن التعبير عن 07 في الوضع القياسي في المستوى الإحداثي كما في الشكل 1.2.1 بصورة وحيدة» وذلك 
بإحدائيّى نقطة نهايته (/2)3:,1 . وهذه الصورة هى (/3:,1) » حيث إن /1 ,1 هما المركبتان المتعامدتان ل68 ؛ لذا 
تُسمى (/1,:) الصورة الإحداثية للمتجه. 


3 12/0 


بودم 


الشكل 1.2.1 الشكل 1.2.2 
وحيث إن المتجهات التى لها الطول والاتجاه نفساهما متكافئة» فإنه بإمكاننا التعبير عن كثير من المتجهات 
بالإحداثيات نفسهاء فمثلً المتجهات 7,88 ,4 ,2 في الشكل 1.2.2 متكافئة» إذ يمكن التعبير عن أي منها بالصورة 
(3,2)» ولإيجاد الصورة الإحداثية لمنجه مرسوم في وضع غير قياسيٌ» استعمل إحداثيي نقطتي بدايته ونهايته. 


الصورة الاحدائثية لمتجه 


الصورةالإحداثية ل 18 الذي نقطة بدايته (/1 ,)4 : ونقطة نهايته 
لآ رو :3) 2 هي : 


10 - ولا ررد - ج:3) 


التعبير عن المتجه بالصورة الإحداثية 
أوجد الصورة الإحدائثية ل 48 » الذى نقطة بدايته (2 ,4-)4 » ونقطة نهايته (5- ,803 . 
(1لة - ولا موه - ونت) - 48 الصورةالإحدائية 
(5-2-,4-)- 3) - 
(7- 7( 3 بسط © .ووهة© 


(5- ر3) ع (حى/1 ,ع2 ) , (2 ,4 -) ح (ولا ,نت 


هه ا مومه 


أوجد الصورة الإحدائية ل 8 المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته فى كل مما يأتى: وزارة التعليم 
. 3 ةا وعنالع 6ه ل اك اص الا 
(6,1)ظ ,(7- ,2-)لم 3 - 2021 


2)0, 8(, 8)-9, -3( 8 


8 الفصل1 المتجهات 


يمكن إيجاد طول المتجه في المستوى الإحداثي باستعمال قانون المسافة بين نقطتين. 


طول المتجه في المستوى الإحداتي 
إذا كان 7 متجهّاء نقطة بدايته (,/1 ,) » ونقطة نهايته (ج/1 ,و:ة) 2 
فإن طول 7 يُعطى بالصيغة: 


المعيار 


يسمى مقدار المتجه أحيانًا 
معيار المتجه. 


- و/) + 2(رند - ث)/١‏ - || 


وإذا كانت (5 ,4) هي الصورة الإحداثية للمتجه 7 فإن : 


2 + شولا ح و 


إيجاد طول متجه 
أوجد طول 88 الذي نقطة بدايته (2 4-)4.» ونقطة نهايته (5- ,803 . 
7 - رية) + 2( - ج])/1 - | 48 قانونالمسافة بين نقطتين 
2 5-) + 4[2-) - 1/]3 - (5- ,3) > (وزة روه , (2 ,4-) ع (ر/ة رنت) 
9 بح 1/98 - بسشط 

التحقق علمت من المثال1 أن: (7- ,7) - 48 ؛ وعليه فإن: 1/98 - 7(2-) + 1/72 - |[28| »ا 
أ تحنقق من ضهمك 
أوجد طول 48 المعطاة نقطتا بدايته ونهايته فى كل مما يأتى: 
28 (7(,8)6,1- ,2-) م 8) (3- ,9-)8 ,(8 ,400 


تشبه عمليات الضرب في عدد حقيقي» والجمع والطرح على المتجهات, العمليات نفسها على المصفوفات. 
العمليات على المتجهات 
إذا كان ( 52 رط) > ط, (م4 ,4) ع ه متجهين؛ و عددًا حقيقياء فإن: 


جمع متجهين (و+ يهءرط + رمه) ع ط+ هج 
طرح متجهين (و6ح يهءرط ح رم) ع ط- هج 
ضرب متجه في عدد حقيقيٌّ (يمءا,بمء!) ده/ 


العمليات على المتجهات 
ال لتحفو دباتئًا 0 3 2 
يمكن التحقق بيانيًا م نإجابة أوجد كلا مما يآتي للمتجهات )1 ,4-) دع ,)0 ,3 - 6 ,)5 2 دك 2 
مثال 3 الفرع 2 ؛ استعمال © وى 
50-0 (5 + )هج عتض 
م انا (2,6-) - (2,1+5 + 4) - الجنع النتجهين 
) 22 - اط 
(2-) + ط8 ع 23 - 156 أعد كتابة الطرح كعملية جمع 
(2()2,5-) + (3,0-) - عوّض 
(10-,7-) ع (10- ,4-) + (3,0-) ح اشرب متجهااقي عد فيد حضفي؛ واجمع يتجهين 
5500 7 0008 ...وه 
تحقق من فهمك ا يت 
أوجد كلا مما يأتي للمتجهات: (4,1-) ح » ,(0 ,3-) - ط,(5 ,2) - ه : وزارة التعليم 
8) 4+1 58) ع3- ©35) ط- د41 امع لع عه وماك اص ألا 
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الدرس 1-2 المتجهات في المستوى الإحداثي ‏ 19 


متجهات الوحدة: يُسمَّى المتجه الذي طوله 1 متجه الوحدة. ويرمز له بالرمز 14» ولإيجاد متجه الوحدة 4 الذي له 
نفس اتجاه المتجه 277 اقسم المتجه 7" على طوله |7 . 

تل ديت 

ا ع« 
وبذلك يكون ” > 4 |7|. ونكون قد عبَّرنا عن المتجه غير الصفريّ 7 في صورة حاصل ضرب متجه وحدة بنفس 


اتجاه 7" فى عددٍ 7 5 


إيجاد متجه وحدة له نفس الاتجاه لمتجه معطّى 


1 - 11 متجه وحدة باتجاه 77 
37 
50000 ا 1 5 
تاريخ الرياضيات 2 ِ- ! 
8 257 ١و‏ ,2 ب 


يليام روان هاميلتون 
ويليام روان هاميلتون 5 1 0 بين 
(1805-1865) (2,3-) تجكت د + تملح |(طبه)| 
طوّر الرياضي الأيرلندي هاميلتون ١/723‏ 


نظريةٌ في نظام الأعداد؛ لتوسيع )3 كاك لك 
الأعداد المركبة» ونشر العديد من 1/13 ١‏ 
المحاضرات فيها. يُذكر أن العديد 8 93 : 
من المفاهيم الأساسية في تحليل ج222 0 اضرب متجةه كي عده حعيمي 
المتجهات يعتمد على هذه النظرية. 0526 0/1 
13 ” 13 )- الطلق العقام 


التحقق مما آناستعال امال كدر :اق عدوم شي إن ل ساد شيو فنا دو أن طول مدهو 1 


12 3 212 
)عن ” امشك )ارك إن| . قانوة سا فوقس 
إج 6 | ذو الفساقة بين تقطحين 
وات ' 
71 13 ص بسط 
تحقق من فهماك 
أوجد متجه الوحدة الذي له نفس انجاه المتجه المُعطى في كلّ مما يأني: 
48) (2-,6) عدر 8 (ه 4) دي 


يُرَمِز لمتجهي الوحدة بالاتجاه الموجب لمحور 32» والاتجاه الموجب لمحور 1 بالرمزين (0,1) - [(10) 1 
على الترتيب كما في الشكل 1.2.5 . كما يُسمَّى المتجهان [ ,1 متجهّي الوحدة القياسيين. 


متجه الوحدة 1 


لا تخلط بين متجه الوحدة ١م‏ ب 2 
3؛ والعدد التخيلي 1؛: حيث ]1 
يُكتب متجه الوحدة بخطٌ 0 
داكن غير مائل 1: بينما ١‏ 
يُكتب العدد التخيلي بخطٌ 1 ا 
غير داكن مائل 1. 9 َ 012 
الشكل 1.2.3 الشكل 1.2.4 
ويمكن استعمال هذين المتجهين للتعبير عن أي متجه (ا ,4) - 7 على الصورة [6 + 41 - 7 كما في الشكل 1.2.4 ؛ 
وذلك لآن: 666 .6ه 
© وى*. .*ثى.ووةهة 
(4,5) - 3 الصورةالإحداثية ١ل‏ لل .6ه 
(0,5) + (0,ه) ح- أعد كتابة المتجه على صورة ناتج جمع متجهين هزارة التصيةق 
)1 ,2)0 آل )0 ,1 - اضرب متجه في عدد حقيقي حل لعنالع 06 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


[1+68م ع اك كرة )يكت (قية) 


0 الفصل1 المتجهات 


متجه الوحدة 
تستنتج من الصورة 
(6#صذو |:| ,56م |:|)اعدع 


أن متجه الوحدةالذي له 
نفس اتجاه 77 يأخن الصورة 
(6 صو 1 ,6 5م 1) ع نه 


(6 صذو ,6 وم) ح 


تسمى الصورة 8 + 41 توافقًا خطيًا للمتجهين [,1. ويُقصد بها كتابة المتجه بدلالة متجهّي الوحدة [ ,1 


كتابة متجه على صورة توافق خطي لمتجهّي الوحدة 


إذا كانت نقطة بداية المتجه 21 هى (3 ,2-)1., ونقطة نهايته (5 , 5:)4: فاكتب 281 على صورة توافق خطىٌ 
لمتجهّى الوحدة [,1. 
أولة أوجد الصورة الإحدائية ل 102 3 
1/10 - جلا مرنة - ج36) - 108 الصورةالإحداثية 
(2(,5-3-) -4) - (5 ,4) > (و/1 ,وه , (2,3-) > (ولة يدا 
(26,2آ بسّط 
ثم أعد كتابة المتجه على صورة توافق خطيٌّ لمتجهّي الوحدة. 
(6,2 - 2108 الصورةالإحداثية 
[2 2-61 ز6 + ته ع (ط,ه) 
أ تحقق من فهمك 
اكتب المتجه 172 المُعطى نقطتا بدايته ونهايته على صورة توافق خطيّ لمنجهّي الوحدة ؤ ,4 في كل مما يأتي : 


ويمكن كتابة المتجه ( ,4) - 2358 باستعمال زاوية الاتجاه التي يصنعها 7 مع الاتجاه 
الموجب لمحور *. فمن الشكل 1.2.5 يمكن كتابة 7 على الصورة الإحداثية» أو على 
صورة توافق خطيّ لمتجهّي الوحدة [ ,1 كما يأتي: 
(4,5) - 3 الصورةالإحداثية 
(© صذو || ,6 وم» ||) ح- عوّض 


© صطة) || + 1(© وم2) || ح توافق خطي من ,1 


إيجاد الصورة الاحداثية 
أوجد الصورة الإحدائية للمتجه /ا الذي طوله 10 وزاوية اتجاهه "120 مع الأفقي. 


(6 صذة || ,6 5م» ||) - 22 الصورةالاحداثية للمتجه7 بدلالة 9 ,|| 


1207 صنذة 10 ,”120 5ه0» 10) - “0 - 10,6 - إس| 
(القامة ,10-2 -_- 2 ح 1200 زوه - ح 1200 وم» 
(51/3 ,5-) - 37 

التحفق.مثل يبائكً:(87 رقك) يع (3 الوق رقب] دود عجن اقباس الزاوية انرو 
التي يصنعها ا مع الاتجاه الموجب لمحور :2 هي ”120 كما في الشكل 
المجاور. 9 
”10 - 5(7/و5) + 5(2-) ١/1‏ - إم| 

,120 
0 2 : 6ه 
هم تحقق من فهمك 050 


أوجد الصورة الإحدائية للمتجه / المُعطى طوله وزاوية اتجاهه مع الأفقي في كل مما يأتي وزارة التعليحم 


45١ ))0‏ ح 0 ,8 - | 8) 210 -0 ,24 - || صم معسلع عه وماكأطتيا 
3 - 2021 


الدرس 1-2 المتجهات في المستوى الإحداثئي ‏ 21 


لكل قيمة ل0 1311 توجد 
زاويتان مختلفتانء بناءً 

على العللاقة: 

(122)0+180 ع 0 مها 

فإذا كانت قيمة 1216 موجبةٌ 


فإن 0 زاوية تقع في الربع 
الأول أو الربع الثالث وإذا 
كانت قيمة 13536 سالبةً: فإن 
0 زاوية تقع في الربع الثاني 
أو الرابع؛ وتكون العللاقة 
بين الزاويتين هي أن قياس 
إحداهما عبارة عن قياس 
الأولى مجموعًا لها "180. 


2 الفصل1 المتجهات 


من الشكل (1.2.5) تستنتج أنه يمكن إيجاد زاوية اتجاه المتجه (5 ,4) - 7 مع الاتجاه الأفقى (الموجب لمحور «) 
بهل لمعاو ال اك 


6 وم || 


2 
ح 0 هف أو - ح- 0 لما . 


زوايا الاتجاه للمتجهات 


أوجد زاوية اتجاه كلّ من المتجهات الآنية مع الاتجاه الموجب لمحور د. 
) [31+7 دم 


ح 18110 معادلة زاوية الاتجاه 6 1 
د - هما 7 ,6-3 
4 1 ترج - 6 خُل بالنسبة إلى 0 
5 د 66.8 
بن ظلال الصورة الإحدابة المج واكيند» كاين ِ 25 
فإن المتجه يقع في الربع الآول» إذن: 
“66.8 بح 6 استعمق القاقة الحاسية الشكل 1.2.6 


أي أن زاوية اتجاه المتجه 7 هي ”66.8 تقريبًا كما في الشكل 1.2.6 . 


) (5- 4) دم 
- © 1912 معادلة زاوية الاتجاه 
قح - 0 مما 5- - ط,4 -ه» 
5_اكت ب 0008 
0 مله - 6 خل بالنسبة إلى 0 


من خلال الصورة الإحداثية للمتجه 0 > 5- ع 1. 0 < 4 2 
فإن المتجه يقع في الربع الرابع وبالتالي زاويته 
3 بح 6 انتمل الذلة الحاسينة الشكل 1.2.7 


بما أن * يقع في الربع الرابع» كما فى الشكل 1.2.7 » فإن: "308.7 ع ”51.3 - 3605 بح 6 


أ تحتتق من ضهمك 
أوجد زاوية اتجاه كل من المتجهين الآتبين مع الاتجاه الموجب لمحور د. 
0 2 +61- 8) (8-,3-) 


53-50-59 تطبيق العمليات على المتجهات 


كرة قدم: يركض حارس مرمى في لعبة كرة القدم للأمام بسرعة 2/5< 5 » 
ليرمي الكرة بسرعة 2512/5 » بزاوية ”40 مع الأفقي. أوجد محصلة السرعة» 
واتجاه حركة الكرة. 

بما أن اللاعب يتحرك للأمام بشكل مستقيم» فإن الصورة الإحداثية لمتجه سرعة 
اللاعب ,7 هى (5,0) » وتكون الصورة الإحداثية لمتجه سرعة الكرة و7 هى: 


(6 صذة إج؟| ,6 05© |ج7]) - 22322 الصورةالإحداثية للمتجه و 


© .وهة© 
(407 حتزة 25 ,"40 5م 25) ح- 40 - 25,6 - إوو| ا ا د 
(19.2,16.1) به 5 000 

وزارة التعليح 

دهن فعنالءع غ06 بمأكاصاالطا 
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اجمع المتجهين 2371 72 جبريًا؛ لتجد متجه محصلة السرعة 8 . 
و37 +71 ح *8[ | متجهالمحصلة 
(19.2,16.1) + (5,0) 2-2 عوّض 
(24.2,16.1) 2-2 اجمع 1 


طول متجه المحصلة هو 29.1 به 16.12 + 1/24.22 - || . وتكون زاوية اتجاه المحصلة مع الأفقي هي 0 


حيثت. 
161 _ 2--_- 5 3 
00 ح © جه 2- 0 خهاء حيث (24.2,16.1)-(2 ,4) 
5 16:1 اتيك ل ماق 
6 يد ج220 1 جره - 0 خُل بالنسبة إلى 6 
أي أن محصلة سرعة الكرة هي 21/5 29.1 تقريبا وتصنع زاوية قياسها "33.6 مع الأفقي تقريبًا. 
تحقق من فهمك 


| 8 كرة قدم: أوجد محصلة السرعة» واتجاه حركة الكرة إذا تحرك اللاعب إلى الأمام بسرعة 781/85 


و 


أوجد الصورة الإحداثية, وطول 48 . المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته فى كلّ أوجد مشيفه وعقدة له اتبحاه المكيعة © تفسه فى كل ميا باق : (مثال 4) 


ممّايأتى: (المثالان 1,2 
يٍ ١‏ 3) (2,7-) دن 


0 (5 ,84 ,(3,1-)م 
14 (3-,9) دن 


(6,9-)ظ8 ,(7- ,4)2 5) (8,5) دن 


4)10, -2(, 8)3,-5( 6 


6) (6,3) عدن 
4) (2,6(,8)1,10-)4/ 7) (1-5-) دو 
5) (4,1.5-)8 ,(3- ,4)2.5 8) (1,7) دج 


(2)63,[ه ام ا كا 
2 2 اكتب 178 المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل مما يأتي على صورة توافق 
إذا كان:(6,2-) >2 , (5- ,3-) ح ع ,(8,0) > م , فأوجد حب سوبي الريط وراد مك8 


كلا مماياتي: (مثال 3) 9) (7- ,5) ,(1- ,2)4 


67 ع -ط4 
0) 2 ,7-)2 ,(6- ,2)9 
8 ط2 +1 
21) (8- ,2-)5 ,(11 ,2)3 
09 ط3 - ع +21 
2) (7,3- ,2)0 ,(1 ,2)9.5 
0) ط2 - ع2 -1 
35) (2)9,5 ,(6- ,4-)2 
1) ع5 + 4 اط © ...6 
1 د 0م66 
24) |4 )2 .[3,)م 2211100 
12) ط +36 ع4 


5 1 590 7 .. فرزارة التعليص 
أوجد الصورة الإحداثية للمتجه د المعطى طوله وزاي؛ التحاهه ادام 


5 نينا 
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الاتجاه الموجب لمحور :في كلّ مما يأني: (مثال 6) 
25) *60 -12,6 - || 

6) *330 - 16,6 - إن 

|| - 4,6 - 135 )27 

8) “125 - 15,6 ح || 


أوجد زاوية اتجاه كل من المتجهات الآتية مع الاتجاه الموجب 
لمحور :13 8 (مثال 7 


9) (6 +31 
0 (5 +21 
51) [3 -ف41- 
2) (5,9-) 
3 ملاحة جوية: تطير طائرة جهة الشرق بسرعةٍ مقدارها 


27 600 .» وتهب الرياح بسرعةٍ مقدارها 211/17 85 باتجاه 
8 . (مثال 8) 


3) أوجد محصّلة سرعة الطائرة. 
) أوجد زاوية اتجاه مسار الطائرة. 


4) تجديف: يجدف شخص بقاربه في نهر باتجاه عمودي على 
الشاطئ بسرعة 201/1 5» ويؤثر فيه تيار مائي باتجاه مجرى النهر 
سرعته 201/17 3 . 


3) أوجد السرعة التى يتحرك بها القارب إلى أقرب جزء من عشرة. 


2) أوجد زاوية اتجاه حركة القارب بالنسبة للشاطئ إلى أقرب درجة. 


5) ملاحة جوية: تطير طائرة بسرعة مقدارها ط/ خم 480 بالاتجاه 
وبسبب الرياح» فإن محصلة سرعة الطائرة بالنسبة لسطح 
الأرض أصبحت :701/1 518 باتجاه :2179*1 . 
ارسم شكلًا يُمثْل هذا الموقف. 


بين ما إذا كان (1© ,88 المُعطاة ة نقطتا البداية والنهاية لكل منهما فيما يأني 
متكافئين أو لاء وإذا كانا متكافئين» فأثبت أن 67 - 48 » وإذا كانا غير 


24 الفصل1 المتجهات 


ذلك؛ فاذكر السبب. 


6 


7 


)8 


(0 ,2-)2 ,(4- ,4-)ن ,(9 ,8)6 ,(5 ,3)ىم 
(2)10,1 ,(11,8)© ,(10- ,8)0 ,(3- ,1)م 


وذلك بإضافة 6 إلى الإحداثى :2 . وإضافة 7 إلى الإحداثى /1. 


3 حدد المتجه الذي يُستعمل لسحب 
11 إلى '1"0/11/ فى 


الشكل المجاور. 


«) إذا استعمل المتجه (6- ,3-) 
سحب 201611 » فعل ياي 
كلامن '21*6/113 » وصورته 
الى "1 حل . 


©) حدّد المتجه الذي يُستعمل لسحب 61011 إلى 17و "لحل . 


أوجد نقطة نهاية ممكنة لكل متجه مما يأتى» إذا علِمتٌ طوله ونقطة بدايته: 


)39 


)40 


)41 


)42 


(4 ,1-) , 7ق//ه 


10, )-3,-7( 


آلة تصوير: علقت آلة تصوير 
معدة لمتابعة حدث رياضى 
بثلاثة حبال كما في الشكل 
المجاور» إذا كان الشد في 


كل حبل يمثّل متجهاء فأجب 
عما يأني: 


8) أوجد الصورة الإحدائية لكل متجه لأقرب عدد صحيح. 


) أوجد الصورة الإحداثية لمتجه المحصلة المؤثر على آلة 
التصوير. 


©) أوجد مقدار واتجاه محصلة القوى. 


و تؤثّر قوة الجاذبية 8 وقوة الاحتكاك على صندوق في وضع 
السكون موضوع على سطح مائل؛ ويبيّن التمكل إدناه المركقيؤه 
المتعامدتين للجاذبية الأرضية (المو ازية لخدو لانم 


ده أمعسلع 6ه مغك د أاية 
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مسائل مهارات التغكيرالعليا 


3) تبرير: إذا كان ,2 متجهين متوازيين» فعبّر عن كل من المتجهين 
بالصورة الإحداثية مبينًا العلاقة بين ط ,8. 


44) تبرير: لوا اعطليت طول مما ونقطة بدايته» قفصف المحل 
الهندسي للنقاط التي يمكن أن تُمثّل نقطة نهايته. (إرشاد: المحل 
الهندسي هو مجموعة من النقاط تحقق شرطا معينًا). 


5) تحدّ: إذا كانت زاوية اتجاه (/1 ,3) هى *(/41) » فأوجد قيمة :1 
بدلالة /1. 


برهان: إذا كان: (ج/ ,وة) حت > ,(ر/ ,و2) ت ط,( ون ,1) ديق 
فأثبت الخصائص الآتية: 


6) 2 + ط -ح ط + جح 
7) ن + ط) + ج جع + (ط + ج) 
8) ط/ + ه/ - (ط + 8) /. حيث / عدد حقيقى. 


49) |2 ق -> العا » حيث / عدد حقيقى. 


0 دُمى أطفال: يقوم محمد بسحب دميته بقوة مقدارها 1.511 
بواسطة نابض مثبّت بها. (الدرس 1-1) 
8) إذا كان النابض يصنع زاوية 52 مع سطح الأرض» فأوجد 
مقدار كل من المركبتين الرأسية والأفقية للقوة. 
() إذا رفع محمد النابض» وأصبح يصنع زاوية قياسها '78 مع 
سطح الأرضء فأوجد مقدار كل من المركبتين الأفقية والرأسية 
للقوة. 


استعمل مجموعة المتجهات الآنية لرسم متجه يمثّل كلا مما يأني: 


(الدرس 1-1) 


02 33 لب م 


84) م - 20 ام 


5) ما طول المتجه الذي نقطة بدايته (5 ,2)» ونقطة نهايته (4- ,3-) ؟ 


1/82 © ١7/2 م‎ 
1/106 ١1/26 8 


6) ما مساحة المثلث المجاورء 
إذا علمت أن 15 - ]7 ؟ 


م 9/2 8 تل/د 9‏ © 1810/2 « 181/5 
© .وهة© 
©#©6.ى * -.وهةه» 
يل ٠‏ .وه 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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درست عمليتي الجمع 
والضرب في عدد حقيقي 
على المتجهات هندسيًا 
وجيريًا. (الدرس1-2) 


واالانه 

* أجدٌالضرب الداخلى 
لمتجهين» وأستعمله في 
إيجاد الزاوية بينهما. 

الضرب الداخلي 

6نالمكم غ00 

اشن ا 1 

5ع مع 010 

كان 

“1 0لانا 


الضرب القياسي 
يسمى الضرب الداخلي في 


بعض الأحيان بالضرب 
القياسي. 


6 الفصل1 المتجهات 


رابط الدرس الرقمي 


لإ كا 


2:00 201] 2 ال 


ع1 


الملادا زه 


تحمل كلمة الشغل معانٍ متعددة في الحياة اليومية» إلا أن لها معنى 
محددًا في الفيزياء» وهو مقدار القوة المؤثرة في جسم مضروبة في 
المسافة» التي يتحركها الجسم في اتجاه القوة. ومثال ذلك: الشغل 
المبذول لدفع سيارة مسافة محددة. ويمكن حساب هذا الشغل 
باستعمال عملية على المتجهات تسمى الضرب الداخلي. 


الضرب الداخلي تعلمت في الدرس 2- 1 عمليتي الجمع والضرب في 
عدد حقيقي على المتجهات. وفي هذا الدرس سوف تتعلم عملية ثالثة على 
المتجهات . إذا كان لديك المتجهان المتعامدان 8 ,2 في الوضع القياسي» 
وكان المتجه الواصل بين نقطتي نهاية المتجهين كما في الشكل المجاور. 
فإنك تعلم من نظرية فيثاغورس أن 2|| + 2|2| - - |84 |. 


وباستعمال مفهوم طول المتجه يمكنك إيجاد 8 : 


841 - ١/41 - 502 + و4)‎ - 2 


2د 
72 - و4) + 2(رط - رم) - إلمظا 


2و + وطره2 - رع + 2رط + رطرو2 - 2رم - - [84| 2 قُدِالأقواس 
(وطوه + رطره)2 - قوط + ترم) + تيه + 2رم) - 84/7 | 


2ه| + 2ه - -[84| 


جِمّع الحدود المربعة 
,ثيه + *يه > 2إه| , ثيه + غيمل١‏ > زها 
2 + شرم ع 2|ط| 7 و6 + 1/62 ح اما 
لاحظ أن العبارتين 2|ط| + 2|2| » (وطوم + ,رط ره)2 - 2|ه| + 2|2] متكافئتان» إذا وفقط إذا كان 0 - ووم + 481 . 
ويُسمّى التعبير و45 + 451 الضرب الداخلي للمتجهين 18 ,2» ويُرمز له بالرمز 8 ٠‏ 2» ويُقرأ الضرب الداخلي 
للمتجهين ‏ ,4» أو يُقرأ اختصارًا غ00 2 . 
الضرب الداخلي لمتجهين في المستوى الإحداثي 
يُعرّف الضرب الداخلي للمتجهين (82 ,ر6) - ط 
وناوه 3 011 ا 1 2 


(وتاوه + 1طره)2 - 


, (0 ,ره) ع هج كالآتي : 


لاحظ أنه خلاقًا لعمليتي الجمع والضرب في عدد حقيقي على المتجهات, فإن حاصل الضرب الداخلي لمتجهين 
يكون عددًا وليس متجهًا. ويتعامد متجهان غير صفريين» إذا وفقط إذا كان حاصل ضربهما الداخلي صفرًا. ويقال 
للمتجهين اللذين حاصل ضربهما الداخلي صفر: متجهان متعامدان . 


المتجهان المتعامدان 


على الرغم من أن حاصل الضرب الداخلي للمتجه الصفري في أي متجه خر يساوي الصفرء أي أن : 


١‏ 16 ة التع ليح 
- (ومن 2( 0 0( 0 إلا أن المتجه الصفري لا يعا ل لأنه نه ليس لدطولة مه 
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0 > و04 + ,04 


الشكل 1.3.1 


الشكل 1.3.2 


استعمال الشدرب: الدابكلن في المحظق من العامى وكين 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 77 ,14» ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين . 


(4,2-) - 8 ,(3,6) - نا )١‏ (8,4) - ؟ر(5 ,2) - نا 
(6)2 + (4-)3 د بدن (5)4 + (2)8 ع بدء نا 
0 - 6 - 
بما أن 0 - ٠8‏ ماء فإن 14,7 متعامدان كما هو بما أن 0 ع 7 ٠‏ خاء فإن 11,77 غير متعامدين كما هو 
موضح في الشكل 1.5.1 . موضح في الشكل 1.5.2 . 


أيّْ تحقق من فهمك 
أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 283,77 ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين . 
8) (5,1-) ح م ,(2- ,3) ع نا 18) (6- ,9) ح بور(3- ,2-) د نا 


يحقق الضرب الداخلى الخصائص الآتية : 


خصائص الضرب الداخلي 
إذا كانت 5 ,77 ,11 متجهات:» وكان / عددًا حقيقيًاء فإن الخصائص الآتية صحيحة: 
الخاصية الإبدالية 1167-37 
خاصية التوزيع اي ل لي ان 
خاصية الضرب في عدد حقيقي 7 11 - 17م قاع ح (37 0 101 
خاصية الضرب الداخلي في المتجه الصفري 0 ح تنيةاء 0 
العلاقة بين الضرب الداخلي وطول المتجه 2| - نا ٠‏ نا 


إثبات أن:” | 11 | - 1 ٠‏ 11 
افترض أن: ( ول رر/ة) - انه 
7 + 117 ح إنة ٠‏ لل الضربالداخلي 
ا 2 + 2يه//) - اكتب على صورة مربع جدر (1/2 + 1/2 ) 
“|| - اس| ح عدج بوره 
ستبرهن الخصائص الثلاث الأولى في الأسئلة 35-37 
استعمال الشرب الداشان لايجاد طول متجة 
استعمل الضرب الداخلى؛ لإيجاد طول (5,12-) > 2 . 
58 || . 
 |)-5,12(| - 1/)-5,12( ٠ )-5,12(‏ (جذره) ده 
83 - 122+ 5(2-)/*1 - 59 
أ تحقق من فهمك ٍ 1 
استعمل الضرب الداخلي؛ لإيجاد طول كلّ من المنجهات الآنية : 
28 (12,16) -ط ات 55 


الزاوية 6 بين أي متجهين غير صفريين 5 ,2 هي الزاوية بين هذين المتجهين» عندما يكونان في 
وضع قياسي كما في الشكل المجاور» حيث إن: 7 > 0 > 0» أو ”180 > 0 > *0» ويمكن 
استعمال الضرب الداخلى؛ لإيجاد قياس الزاوية بين متجهين غير صفريين. 


الدرس 1-3 الضربالداخلي ‏ 27 


المتجهات المتعامدة 
والمتجهات المتوازية 
يقال لمتجهين: إنهما 
متعامدان: إذا كانت الزاوية 
بينهما ”90. ويقال لمتجهين 
أنهما متوازيان؛ إذا كانت 
الزاوية بينهما "0 أو "180 : 


28 


الفصل 1 المتجهات 


الزاوية بين متجهين 


إذا كانت 0 هي الزاوية بين متجهين غير صفريين 8 ,2 » فإن: 


طعه 


اطالها . 


إذا كان: 2ه - 2 ,رط ,هج أضلاع مثلث كما 


0 وم 


في الشكل أعلاه » فإن: 


72 - ط| ح 6 دم |ط| || 2 - 2|ط| + 2|ه| 

(ه - ط) . 2ه - ط) ح 6 دو |ط| || 2 - 2|ط| + 2|ه2| 

هه +ط.ة- هط -ط. طح ووم إط| |ه| 2 -2إط[| + 2زه| 

72 | + ط. 22 - 2|ط| ع 6 وم |ط| || 2 - 2|ط| + 2|ه| 
ط.22- - 6 5ه |ط| || 2- 


أوجد قياس الزاوية © بين المتجهين 11,77 
3 (4,3-) -2(,8 ,6) -11ا 


11 © 37 


19 اما ع 6 ومع 
)3 ي4-) 58 )2 6( 
(قب4- )|20 0-76 5 
6 د 24- 
2-2 ح 6 ومع 
1- 
ل ع 6 وم 
25 ا 1-ومع - 6 


) (3-,3) -3,1(,8) ع نا 


11 * 7 


يم # قف 
3-)+9 
لظ و وى 
- م وه 
“63 بد سك 1 ووه - 6 


إيجاد قياس الزاوية بين متجهين 


في كل مما يأني: 


الزاوية بين متجهين 
(4,3-) - 9 , (2 ,6) ع نا 


الضرب الداخلي لمتجهين؛ طول المتجه 


معكوس جيب التمام 


أي أن قياس الزاوية بين 14,7 هو ”125 تقريبّاء كما في الشكل أعلاه. 


الزاوية بين متجهين 


(3-,3) -8, (3,1) ع نه 


الضرب الداخلي لمتجهين؛ طول المتجه 


معكوس جيب التمام 


أي أن قياس الزاوية بين 81,7 هو ”63 تقريباء كما في الشكل المجاور. 


قانون جيوب التمام 

نه ٠‏ 14 - 2نا| 

خاصية التوزيع للضرب الداخلي 
3/2]| ح ند ٠‏ نه 

بطرح 2|ط| + 2|2| من الطرفين 
بقسمة الطرفين على |8| |ه|2- 


0 6,2) 


03 2 


دهن لعنالع غ06 بمأكاصذالطا 
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وحدات الشغل 
وحدة قياس الشغل في 


النظام الإنجليزي هي 
قدم_رطل ؛ وفي النظام 
المتري نيوتن متراو جول. 


| 
أ تحقق من فهمك 
أوجد قياس الزاوية © بين المتجهين 14,7 في كل مما يأتي: 


8) (4 ,4) - م , (2- ,5-) د نا 8) (6,7-) د عور( ,9) عدن 


من التطبيقات على الضرب الداخلي للمتجهات» حساب الشغل الناتج عن قوة» فإذا كانت 1 قوةً مؤثرةً في جسم 
او ل ل ايند » فإن الشغل 1/7 الناتج عن 1 يساوي مقدار 


8 4 
ولحساب الشغل الناتج من قوة ثابتة 1#» بأي اتجاه لتحريك جسم ليا م منوم 
من النقطة 4 إلى 8 » كما في الشكل المجاور» يمكنك استعمال الصيغة: [ | [الللزضء 
078" حل[ , 0 
أي أنه يمكن حساب هذا الشغل بإيجاد الضرب الداخلي بين القوة الثابتة 5 والمسافة المتجهة 8 بعد كتابتهما في 
الصورة الإحداثية 


(© مثال 4 من واقع الحياة عسات الشفل 


سيارة: يدفع شخص سيارةً بقوة ثابتةٍ مقدارها 12013 بزاوية 45 
كما فى الشكل المجاورء أوجد الشغل المبذول بالجول لتحريك 
السيارة 101:2 (بإهمال قوة الاحتكاك). 


استعمل قاعدة الضرب الداخلي للشغل. 


الصورة الإحداثية للقوة المتجهة 7 بدلالة مقدار القوة» وزاوية الاتجاه هى 
((455 -) زو 120 ,(*45 -) 5وم» 120) . الصورة الإحداثية لمتجه المسافة هى (0 ,10) . 


7078 ح راز قاعدة الضرب الداخلي للشغل 
٠ )10,0(‏ ((457-) حنذو 120 ,(457-) وم» 120) - عوّض 


5 هع (457([)10-) وم 120] - الضرب الداخلي 


ا 


أن الشخص يبذل [848.5 من الشغل؛ لدفع السيارة. 


تحقق من ذ 
4 تنظيف: ٠‏ يدفع إبراهيم مكنسة كهربائية بقوة مقدارها 2511, إذا كان قياس الله لك 
الزاوية , بين ذراع المكنسة وسطح الأرض 60 فأوجد الشغل بالجول الذي بذأد؟ ٠. . ٠:5‏ 8 5 


إبراهيم عند تحريك المكنسة مسافة 610؟ 2 
وزارة التعليحص 


ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الدرس 1-3 الضربالداخلي ‏ 29 


تدر حل انس 000011177777771 


أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين له ,9 ثم تحقق مما إذا كانا 


متعامدين أم لا. (مثال1) 


1) (6,2) - بور(ة-,3) - 1ن 
62 (1,3) ع و,(3- ,9) - 
6 (7,5) ع و,(4- ,4) - 


4 (71+11- -ح 7 رز/ + 111 ح 1 


5) (2-,5-) ح و ,(6 ,4-) - 


6) زيت الزيتون: يمثّل المنجه (297 ا ل 
سخالتتين من زيت الزيتون في مشجره ويطل المتيعة ( (15 27:5 


6 أوجد 7 ٠‏ 11 . 
) فسّر النتيجة التي حصلت عليها في الفرع 2 في سياق المسألة. 
استعمل الضرب الداخلي؛ لإيجاد طول المنجه المعطى. (مثال 2) 


6 (3,11-) د هر 8 (4-,و) دعم 
© (18-,) - 0 (16-,23) - 


أوجد قياس الزاوية 0 بين المنجهين ,1 في كلّ مما يأني» وقرّب النانج 


إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ. (مثال 3) 
1) 4-,1) - و ,(ق- ,0) - 
2) (4- ,4) - 7,10(,9) - 

- )-2,4(,0- )2,-10( 3 


4 41-2 ح و ,3 + 21 د نا 


5) مخيم كشفي: غادر يوسف ويحيى مخْيّمَهما الكشفي للبحث 
عن حطب. إذا كان المتجه (5- ,3) > 11 يُمثل الطريق الذي سلكه 
يوسف, والمتجه (6 ,7-) - #يُمثْل الطريق الذي سلكه يحيى» 
فأوجد قياس الزاوية ب بين المتجهين. (مثال 3 ) 


16( فيزياء: يدفع طارق برميلًا على أرض مستوية مسافة 1.5120 بقوةٍ 
مقدارها 534117؛ بزاوية "225 أوجد مقدار الشغل بالجول الذي يبذله 


طارق» وقرّبٍ الناتج إلى أقرب عددٍ صحيح. (مثال 4 ) 


0 الفصل1 المتجهات 


أوجد متجها يعامد المتجه المعطى في كلّ مما يأني: 
7) (8-,2-) 

)3,5( 8 

)7,-4 )9 

)-1,6( 0 


1) عجلة دوارة: يعامد المتجه 8 في العجلة الدوارة ف في الوضع 
القياسي متجه السرعة المماسية عند أيّ نقظةٍ من نقاط الدائرة. 


منظر أمامي 


3) إذا كان طول نصف قطر العجلة 2046 » وسرعتها ثابتة ومقدارها 
1/9 240 فاكنب الصورة الجداتة للمفجه ؟ » إذا كان بصعم 
زاؤية قناسهاً 35 مع الأفقي» ثم اكتب الصورة الإحداثية لمتجه 
السرعة المماسية في هذه الحالة قرّبٍ الناتج إلى أقرب جزءٍ من 


مئة 


«) ما الطريقة التى يمكن استعمالها لإثبات تعامد المتجه 1 ومتجه 
السرعة باستعمال الصورتين الإحداثيتين اللتين أوجدتهما في 
الفرع 2؟ وأثبت أن المتجهين متعامدان. 


إذا علمت كلا من ٠77‏ 14 ,277 فأوجد قيمةٌ ممكنةً للمتجه له فى كلّ 
مما يأنى: 


2) 33 -7ه6(,11- ,3) درن 


- )4, 6(,ا1٠37-‎ 38 )3 


4) مدرسة: يسحب طالب حقيبته 
المدرسية بقوة مقدارها 100117» إذا بذل 
الطالب شغلا مقداره [1747» لسحب 
حقيبته مسافة 30 31» فما قياس الزاوية 
بين قوة السحب والأفقى (بإهمال قوة 
الاحتكاك)؟ 1 


وزارة التعليح 
دهن فعنالءع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


اختبر كل زوج من المتجهات في كل مما يأني» من حيث كونها متعامدة. أو 
25) (8 ,9 2 7 َّ ك) دن 
6 (3,6) - ,4 ,1-) - 


أوجد قياس الزاوية بين كل متجهين في كلّ مما يأني, قرّب الناتج إلى أقرب 

عُشر. 

7) [(6 +21 ح و رزة + دن 

8) 51-2 ح بورزة + إ4 دن 

89) النقاط: (1 ,8) ,(7 ,4) ,(3 ,2) تُمثّْل رؤوس مثلثء أوجد قياسات 
زواياه باستعمال المتجهات. 

إذا علمت كلا من || ,قا والزاوية 68 بين المتحهين ” رق » فأوجد قيمةً 

ممكنةً للمنجه 29 قرّب الناتج إلى أقرب جزءٍ من مئةٍ. 

ب4) ح- 11 

51) *1/29,0-121 - || ,(4,ة) - 


مسائل مهارات التغكيرالعليا 


2 تبرير: اختبر صحة أو خطأ العبارة الآتية: 
إذا كانت |6 ,»| ,[4| تمل ثلاثية فيغاغورس» وكانت الزاويتان بين 
© ,4 وبين * ,»© حادتين» فإن الزاوية بين 4 , 4 يجب أن تكون قائمة. 
فشَّر تبريرك. 


-2(, || - 10, 0- 45* 0 


اكتشف الخطأ: يدرس كل من فهدٍ وفيصلٍ خصائص الضرب 
الداخلي للمتجهات, فقال فهد: إن الضرب الداخلي للمتجهات 
عملية تجميعية؛ لأنها إبدالية؛ أي أن: 

٠ )7 ٠ 3(‏ نا - ٠1806‏ (11037)» ولكن فيصل عارضه. فأيهما كان على 
صواب؟ وضّح إجابتك. 


)53 


34) اكتب: وضًح كيف تجد الضرب الداخلي لمتجهين غير صفريين. 
برهان: إذا كان: (2 50 ,971) - 9887 , (21,972) - 87 , (ج1ا ربنا) -قه 2 
فأثبت خصائص الضرب الداخلي الآتية: 

5) كد٠7‏ ح لاء 11 

11٠030741 11037 6‏ ح (يوو ل 7) ٠‏ 11 

1٠ 27 7‏ 6397-2 ا ح 


5003 


8) برهان: إذا كان قياس الزاوية بين المتجهين 7” ,ا يساوي 00 
فأثبت أن 0 - 7 ٠‏ 14 باستعمال قاعدة الزاوية بين متجهين غير 


صفريين. 


إذا علمت: أن (9- )دع , (5,2.8 -) عط ,)1 ,10) > 2 » فأوجد 
كلا مما يأتي: اتري. -01 


9) ع4 + جح دطآ 
0) +30 7 
1 » + 4 - 22 


أوجد زاوية اتجاه كل من المتجهات الآتية مع الاتجاه الموجب لمحور :2: 


(الدرس 1-2) 

2 (قات فت 

)-9,5( )43 

هه (7,7) 

ا 0 

قف عاقياس لزان ين السجوين ولك رادا زنوت + 
م 0 © ”90 
8 ؟ذ4 2 1355 


6 إذا كان:(2 ,6-) - غ ,(3- ,4) ح 8 ء فأيٌّ مما يأتي يمثّل 7» حيث 


و2 -] عدم؟ 
8 (14,8) © (14,8-) 
8 (14,6) 0 (8-,14-) 


وزارة التعليح 
هن لعنالءع عه بمأكاصأالطا 
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الدرس 1-3 الضربالداخلي ‏ 31 


١ اله‎ «٠» »©« © ختبار‎ || 


الدروس من 1-1 إلى 1-3 


أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآنية مستعملًا قاعدة المثلث» 
أو متوازي الأضلاع؛ وقرَّبٍ المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ من 
السنتمتر» » ثم حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي » ؛ مستعملا المسطرة والمنقلة . 


(الدرس 1- 1) 
02 
4" 


1 (1 

3( التزلي: يسحب شخص مزلجةً على الجليد بقوةٍ مقدارها 
5011 بزاوية *35 مع الأفقي» اود مقدار كل من المركبة الآثقية 
والعمودية للقوة » وقرّب إلى أقرب جزء من مئة. (الدرس 1-1) 


4) ارسم شكلَايُمثْل المنجه 34 - © (الدرس 1-1) 
0 
ادم 


اكتب 80 المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته» فى كل مكابان بدلالة مسدهن 
الوحدة ١,‏ (افدرين 1-2 ) 
© (9- ,2ك ,(801,12 


8010,-6(, ©)-8,2 66 
8)4,-10(,©)14,10( 8 


0 اختيار من متعدد: أي مما يأتى يُمثّل الصورة الإحدائية ل 48 » 
حيث (3 , 5 -) 4 نقطة بدايته» و (1 - , 2)2 نقطة نهايته؟ 


(الدرس 1-2) 
8 4-1 © (4,7-) 
8 7-4 0 6,4-) 


0) كرة سلة: ركض راشد في اتجاه السلة في أثناء مباراة بسرعة 
59 2.5 » ومن منتصف الملعب صوّب كرةً بسرعة 20/5 8 بزاوية 
قياسها "36 مع الأفقي. (الدرس 1-2) 

-8 


5-4 
85 5 9 
6 


2.5 5 


ابه تسا 
8) اكتب الصورة الإحدائية للمتجهين اللّذين يُمثّلان سرعة راشد» 
وسرعة الكرة, قرَّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة. 
2) ما السرعة المحصلة» واتجاه حركة الكرة؟ قرّب المحصلة إلى 
أقرب جزء من عشرة» وقياس الزاوية إلى أقرب درجة. 


2 الفصل1 المتجهات 


أوجد الصورة الإحدائية» وطول المتجه المعطاة نقطتا بدايته ونهايته 
على الترتيب في كل مما يأني ؛ قرّبٍ النانج إلى أقرب جزء من 
عشرة. (الدرس 1-2) 


001, -5( ,1)-7,8( )2 4-4, 2( ,8)3,6( )1 


أوجد قياس الزاوية 0 بين المتجهين ” ,ناء وقرّب الناتج إلى أقرب درجة: 
(الدرس 1-3) 


3 (2-,1-) 02 ,(4-, 9) دن 
4 (4 ,2-) دو ,(4 ر8) دن 
5 (3,8 72 ,(2- ,2) عن 


6) اختيار من متعدد: إذا كان : 


(5-,8) ح 0 ,(1,4-) - 8 ,(2,3) ح ناء فما ناتج 

٠ 377(‏ 80) + (30ه11) ؟ (الدرس 1-53) 

15 © -2 8 

8 18- 2 38 
أوجد الضرب الداخلي للمتجهين في كلّ مما يأتي» ثم تحقّق مما إذا كانا 
متعامدين أم لا: (الدرس 1-3) 


)4, -3(١)7,4( 8 )2, 50. 4,2( 7 


)3, 6٠١ 10,5( 0 )1, 6٠١5, 8( )9 


1) عربة: يسحب أحمد عربةً بقوةٍ مقدارها 2517» وبزاوية *30 مع 
(الدرس 1-3) 


الأفقى كما فى الشكل أدناه. 


3) ما مقدار الشغل الذي يبذله أحمد عندما يسحب العربة 215010 
قرّب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة. 
() سي امو ع مرد ان رسي عه 


أقل؟ فسّر إجابتك. 
©6 .وهة© 
©#©6ى. * ووه 
©#©. * .6ه 
وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


درست المتجهات في النظام 
الثنائي الأبعاد هندسيًا 
وجبريًا. الدرس (1-1) 


وإالاانى 

* أعيّنُ نقاضّاء ومتجهات في 
النظام الإحداثي الثلاثي 
الأبعاد. 

" أعِبّرٌ عن المتجهات جبريًاء 
وأجري العمليات عليها في 
الفضاء الثلاثي الأبعاد. 


0 المضود) تُ‎ ١ 


نظام الإحداثيات الثلاثي 
الأيعاد 

أحمم كمع ممأل -عع رط 
5/510 600101316 
المحورة1 

ام-2 

الثُمن 

00311 

الثلاثي المرتب 

عامانا لعمعله0 


تدريج المحاور 


تذكر أن التدريج في المحاور 
الثلاثة في نظام الإحداثيات 
الثلاثي الأبعاد متساو. 


المتجهات في الفضاء الثلاثي الأبعاد !1 


ع36م5 0031 كمع ممطانا-ععرط! مز 15مغمع/١ا‏ 


3 نالع . داع .لا لالالالا 


070 
0 
3 


لإطلاق صاروخ في القضاء؛ يلزم تحديد اتجاهه وزاوته في القضاء . وبما أن مفاهيم المسافة 

والسرعة والقوة المتجهة غير مقيدة ذ في المستوىء فلا بد من توسيع مفهوم المتجه إلى الفضاء 

الثلاثي الأبعاد. 

الإحداثيات في الفضاء الثلاثي الأبعاد المستوى الإحداثي: هو نظام إحداثي ثنائي 

لامو هسه بدالسكور ارالك رده اللذان ان يتقاطدان في 

إلى نظام الإحداثيات الثلائي الأبعاد؛ لتعيين نقطة 3 في الفضاء فنبداً بالمستوى /1» ونضعه 
بصورة تُظهر عمق للشكل كما في الشكل 41.4.1 ثم نضيف محورًا ثالث يُسنّى المحور 2 

كن لأس ويا 3 لسري ير كما في الشكل 1.4.2 . فيكون لديناٍ ثلاثة 

مترياك سي از الوارحيوي هذه الميتريات ندا إلى ثماني مناطق» يُسمَّى كل منها 


للق : ديمكن تمثيل التُمن الأول بجزء الحجرة في الشكل 1.4.5. 


3 


الشكل 1.4.1 الشكل 1.4.2 الشكل 1.4.3 
تمت النقطة في الفضاء ء بثلاثيات مرتبة من الأعداد الحقيقية (2 ,/1 ,3) ولتعيين مثل هذه النقطة» عيّن أولًا التقطة 


)/1 ,ة) في المستوى /1:1» ثم تحرك لأعلى» أو إلى أسفل موازيًا للمحورج بحسب المسافة المتجهة التي يُمثلها 2. 


عيّن كلا من النقطتين الآتيتين في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد: 


6 1 4,6) ) (5-,2,4-) 
عين (6 (48) في الستوى /زبوضع إشار مداسية عين (4 , 2- حاف المستوى 9 برضع إشارة 
ثم ضع تقطة على بُعد وحدتين أعلى الاشارة التي مناسبة» ثم ضع نقطة على بُعد 5 وحداتٍ أسفل 


الشكل أدناه. 


الدرس 1-4 المتجهات في الفضاء الثلاثي الأبعاد 


وضعتهاء وبموازاة المحورة» كما في الشكل أدناه . الإشارة التي وضعتهاء وبموازاة المحور 2» كما في 


0 2226 
عين كلا من النقاط الآتية في نظام الإحداثيات الثلاثي الابعاد: مسحودية 
08 (4,2-,3-) 8 (3-,3,2) ©16) (1- ,4- ,5) 1443 - 2021 


523 


لع الربط مع الحياة 

يستمتع سكان البنايات الشاهقة 
خصوصًا في الأماكن المرتفعة, 
بمشاهدة أجزاء من المدينة كالجسور 
وحركة المرورء والحدائق ... إلخ . 


4 الفصل1 المتجهات 


عملية إيجاد المسافة بين نقطتين» وإيجاد نقطة منتصف قطعة مستقيمة فى الفضاء تشبهان عملية إيجاد المسافة» ونقطة 
منتصف قطعة مستقيمة فى المستوى الإحداثى 


صيغتا المسافة ونقطة المنتصف في الفضاء 


تُعطى المسافة بين النقطتين ( 2 رو /1 بو :)8 , ( ةنر لاعس ةلل 
بالصيغة: 
(2 رعو ل/إءج نا 8 
7 - وج) + 2ن ح و/ه) + 2(رند - ىا /ا - 48 


وتعطى نقطة المنتصف 1/1 ل 18 بالصيغة: 


| +21 1/2 +11 322 جتن ةا 
2 1 2 1 2 


مثال 2 من وافع الحياة المسافة بين نقطتين ونقطة منتصف قطعة مستقيمة في الفضاء 


رحلة : تتحرك العربة في الشكل المجاور على 
سلسلة مشدودة. تربط بين منصَّتين تسمح للمتنزهين 
بالمرور فوق مناظر طبيعية خلابة. إذا مُثلت المنصتان 
بالنقطتين: (50 ,12 ,10) ,(30 , 70,92). وكانت 
الإحداثيات معطاة بالأقدام» فأجب عما يأتي: 


6 أوجد طول الساسلة اللازمة للربط بين المنصّتين 
إلى أقرب قدم. 


7 - وبج) + 2( - و1) + 2( - ,1/)2- 48 صيغة المسافة 


30-7 +92-12(2) +70-10(2) رد (50 ,12 ,10) > (ة رولا ررغه) , (70,92,30) > (وة رول رونت 
8 ب يشل 


أننا نحتاج إلى حبل طوله 1026 تقريبًا للربط بين المنصّتين. 


أننا 


0) أوجد إحداثيات منتصف المسافة بين المنصّتين. 
استعمل صيغة نقطة المنتصف في الفضاء . 


| جه عنخةه عجد| دير ضيخة المنتضف 


530 0 0010 2 0 م20 1 10 ْ 0 (50 ,10,12) > (رج رولا رونه) , (70,92,30) > (وة رولا روغ 
(40 ,52 ,40) - 


ن إحداثيات منتصف المسافة بين المنصتين هي (40 ,52 ,40) 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 

3) ظاكرات: تعرضي لبه ملام انل الحسانة بين ارات عق اسر 5 لاي اناد انيه [ز لمي أن 
طائرتين تطيران فوق إحدى المناطق» وفي لحظة معينةٍ كانت إحداثيات موقعي الطائروتين: 00 
(28000 ,250- ,450) , (30000 ,150 ,300): مع العلم بأن الإحداثيات معطاة :6 تجحب يا أي : 


6 الا د السلامة؟ كارك 11 5 
8) إذا أطلقت ألعاتثٌ نارية» وانفجرت فى منتصف المسافة بين الطائرتين» فما إحداثيات نقطة" الانفتجان؟ه بماكاد نالا 
إرشادٌ: الميل - 280 5 قدمًا ل 


المتجهات في الفضاء إذا كان 97 متجهًا في الفضاء في وضع قياسي» وكانت (29 ,22 ,01) نقطة نهايته» فإننا نعبر 
عنه بالصورة الإحداثية (و2 ,22 ,71) »كما يُعبّر عن المتجه الصفري بالصورة الإحداثية (0 ,0 ,0) - 0. 

وعن متجهات الوحدة القياسية بالصورة الإحدائية (1 ,0 ,0) ح ع1 ,(0 ,1 ,0) ح [ ,(0 ,0 ,1) ح 1» كما في 
الشكل 1.4.4 » ويمكن التعبير عن الصورة الإحداثية للمتجه ل على صورة توافق خطي لمتجهات الوحدة ع1 ,[ ,1 


كمايأتي: ع1 وه + زوه + ره - (و2 ,و8 رره) . 


مل بيائيا كلّا من المتجهين الآنبين في نظام الإحدائيات الثلاثي الأبعاد: 
3 (2-,3,4) د 
عيّن النقطة (2- ,4 ,3)» ثم مثّل المتجه # بيانيّا بحيث تكون 
النقطة (2- ,4 ,3) نقطة نهايته. 


) 1+ (3 +41 -<تم 
عّن النقطة (1 ,3 ,4) » ثم مثل المتجه ه بيانيّا بحيث تكون 


النقطة (1 ,3 ,4) نقطة نهايته. 
تحقق من فهماء 


05 بيانيًا كلّامن المتجهين الآتيين فى نظام الإحداثيات الثلاثى الأبعاد: 
8 (3-,2 ,4-) -1 
58) 41 + [1-3- ح هبو 


إذا كُتبت المتجهات في الفضاء على الصورة الإحداثية» فإنه يمكن أن تُجرى عليها عمليات الجمع» والطرح » 
والضرب في عدد حقيقي كما هي الحال في المتجهات في المستوى الإحداثي. 


العمليات على المتجهات في الفضاء 


إذا كان ( ع4 , م4 , 4 ) > ١»)‏ ( و5,ر 5 ,, 6 ) - 6 متجهين في الفضاءء؛ وكان / عددًا حقيقيًا » فإن : 
: 9 


© .,.ه.» 
جمع متجهين (وط + وهريط+ يهررط + ره) ح طحني ٠:‏ :. :حي 
طرح متجهين ‏ (وط- وهروط - يهيرط - يم) - (ط-) جود مده 100 
ضرب متجه في عدد حقيقيٌّ (مهعا ريما , رما ) ده)1 


وزارة ال 


حا عنالع عه بمأكاما 
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العمليات على المتجهات 
خصائص العمليات على 


المتجهات في الفضاء 
هي الخصائص نفسها في 
المستوى الإحداثي. 


6 الفصل1 المتجهات 


الغمليات على المتجهات فى القضاء 


أوجد كلا مما يأتى للمنجهات:( 5 ,0 , 2- ) > #2 , ( 4- ,1,4- ) - 0 ,( 2 , 6- ,3) حو : 


3 2 +49 
(2,0,5-)2 + (6,2-,4)3 - 22 + 43 عوّض 
(4,0,10-) + (8, 24-,12) - اضرب متجهًا في عدد حقيقي 
(24,18-,8)- اجمع المتجهين 
) و3 + 2-2 
(6,2-,3)3+ (2,0,5-) - (4-,1,4-)2 - بوخ3 + ع - 206 2 عوّض 
(18,6-,9)+ +(5-,2,0) +(8-,2,8-)- اضرب متجه في عدد حقيقي 
(7-,10-,9)- اجمع المتجهات 
تحقق من فهمك 
أوجد كلا مما يأتى للمتجهات: ( 5 , 0 , 2- ) > #4 , ( 4- ,4 , 1- ) - 8# ,( 2 , 6- ,3) د و : 
مشارة مي 48) 32-618 +338 


وكما فى المتجهات ذات البُعدين» نجد الصورة الإحداثية للمتجه 278 2 
الذي نقطة بدايته (51 , 1/1 , 3:1) 4 ونقطة نهايته ( 22 , 1/2 , و )8 » وذلك 
بطرح إحداثيات نقطة البداية من إحداثيات نقطة النهاية. 


2 لوقبو لابو ة) لآ 
(1ح وة بورلا - ولا رنة - وند) - ظكل 
وعندها يكون: 2702 - يو ) + 1/2 - و/1) + 2( - و:)/؟ - | ظقاء 
حبكت 0ت مولا )كل 
وهذا يعنى أنه إذا كان: (و4 , و4 , ر4) - 48 » فإن: 


5 + وم وود [ظما ل 
ويكون متجه الوحدة نا باتجاه 88 مه _تلك دن 
اقما 
التعبير عن المتجهات في الفضاء جبريًا 
أوجد الصورة الإحداثية» وطول 18 الذي نقطة بدايته (1 , 2- , 4- ) 4 ونقطة نهايته (6- , 6 , 3) 8» 
ثم أوجد متجه الوحدة باتجاه 48 . 


(1ت - وت , ول - ولا ,ود - وند) - 8م الصورة الإحداثية لمتجه 
7 8 7-(6-1- ,(2--6 ,(4-)-3) 8 (6- ,6 3( - (و2 12 و2 ,)1 0ت ب4-) 5-2 )0ر2 1 1ت 
وباستعمال الصورة الإحداثية» فإن طول 8 هو: 


27) +82 + 1/72 - |قمم (تسرة,ت دق 


02- 
ويستعمل هذا الطول والصورة الإحداثية؛ لإيجاد متجه وحدة 4 باتجاه 47 كما يأتي: 
للك ى متجه وحدة باتجاه 242 
اظما 
هه الأكدر 7 عبس 557 
الك الع ف كر 01075 فد مر عه 
18 9 18 91/2 6-66 ...6 
00000 8 عدي ع سد 
7 تحفق من فهمك ل ا ل . ه 6 6 


أوجد الصورة الإحدائية» وطول 18 المُعطاة نقطتا بدايته ونهايته. ثم أوجد متجه الوحدة باتجاه 8 في كازابذظ لأتع_ ليم 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


8 (2-,1,4-)5(,8-,5-,2-) ل 8 (1,4,6(,8)3,3,8-)/ 783 - 2021 


تددح ست 00 00 


عيّن كل نقطة مما يأتي في نظام الإحداثيات الثلاثي الأبعاد: (مثال1) 
1) 4 ,2 ,1) 

)3,2,1( © 

6 (2-,4- ,ك5) 

)-2,-5,3( 4 

)2,-2,3( )5 


)-16,12,-13( 66 


أوجد طول القطعة المستقيمة المعطاة نقطتا نهايتها وبدايتهاء د ثم أوجد 
إحداثيات نقطة منتصفها في كل مما يأتي: (مثال 2 ) 


)-4,10, 4, )1,0,9( 67 
)-6,6,3(,)-9, 2,-2( 8 
)8, 3, 4(, )-4 -7,5( 9 


)-7, 2, -5(, )-2,-5,-8( 0 


11) طيّارون: في لحظة ما أثناء تدريب عسكريء كانت إحداثيات 
موقع طائرة (121,19300- ,675)» وإحداثيات موقع طائرة أخرى 
٠ )-289, 715, 16100(‏ علمًا بآن الإحداثيات معطاة بالأقدام. 
(مثال 2) 

8) أوجد المسافة بين الطائرتين مقرّبة إلى أقرب قدم . 
) عيّن إحداثيات النقطة التي تقع في منتصف المسافة بين 
الطائرتين في تلك اللحظة. 

ممّل بيانيا كلا من المتجهات الآنية في نظام الإحدائيات الثلائي 

الأبعاد: (مثال 3) 

- )0, -4, 4( )2 

3) (2-,3-,3-) - ط 

- )-1,3,-4( 4 

5) (3-,2- 4) -ق 

6) >21- [ز8 + 61 ح ب 

7) ع5 +101- ح بو 

8) ع61 + [6- 71 ح ار 

9) ع81- 4 1 دم 


أوجد علا مماياي للمشحهات : 
(2,2,4-) حع ,(”7- ,2- ,6) ع ط,(4,3- ,5-) - هج . 
(مثال 4) 


0) ع8 + طا7 - 6 
1) 70-56 

2) ع9 - 56 + 2 
3) 4 4 + 6 
4) » - 56 - ج8 


5) ع7 + ط + 6- 


أوجد كلا مما يأتى للمتجهات : 

ع41 + [2 + 231- ح ئ رع1” - [2 -61 ح و رع[3 + [4 +-91- دعر 
(مثال 4) 

7 67 6 


7 32 + و5 - 3 

8) 22 +39 + ع4 

389) ج52 + 27 -عر8- 

-67- 92 0 

1د 47-2 بر 

أوجد الصورة الإحداثية» وطول 28 المعطاة نقطتا بدايته ونهايته» كل 
مما يأتي» ثم أوجد متجه الوحدة في اتجاه 8. (مثال 5 ) 
2 (1-,3- ,8011 ,(9و- رق ,5-) ل 

35 (8,9- ,4-)8 ,(3- ,0 ,4-) م 

4 (9- ,800,0 ,(1 ,5 ,03م 

55) (7,1,8-)8 ,(12- ,7- ,3-)لل 

4)2, -5, 4(, 8)1, 3, -6( 6 
4)8,12,7(,8)2,-3,11( 7 

26٠, 5 ع‎ 4)3,14, -5(, 8)7,-1,0( )8 


9) (29 ,8)21,14 ,(13- ,18- ,24)1 كَزارة التخنلرم 
ها لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
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إذا كانت 17( متتصف 7117 فأوجد إحداثيات النقطة 7 في كلّ مما يأتي: 
40 )2 1 0 ,(5 ب4 ,7/1)3 

1) (5-,2,1-)21 ,(9و- ي4- ,1-)1/1 
2) 3 ,4- 2/5 ,(5 ,1 ,2/107 

45) د, 2_2 0 9 ب 1 


44 تطؤع: تطرّع هاشم لحمل بالونٍ كدليل في استعراض رياضي. إذا 
كان البالون يرتفع 351 عن سطح الأرض» ويمسك هاشم بالحبل 
الذي ثبت به البالون على ارتفاع +314 عن سطح الأرضء كما في 
الشكل أدناه» فأوجد طول الحبل إلى أقرب قدم. 


حدّد نوع المثلث الذي رؤوسه هي النقاط الثلاث في كلّ مما يأتي (قائم 
الزاوية, أو متطابق الضلعين» أو مختلف الأضلاع): 


24)3, 1, 2( , 8)5, -1,1( , ©)1,3,1( )5 
2)4, 3, 4( , 8)4, 6, 4( , ©)4, 3, 6( )6 


7 (6,6- ,0)© , (1 ,5 ,8)2 , (3 ب4 ,1-)م 


8) كرات: استعمل قانون المسافة بين نقطتين فى الفضاء؛ لكتابة صيغة 
عامة لمعادلة كرة مركزها (4 ,1 ,7)» وطول نصف قطرها 7. 
"إرشاد: الكرة هى مجموعة نقاط فى الفضاء تبعد بعدًا ثابنًا (نصف 
القطر) عن نقطة ثابتة (المركز)". ‏ - 


استعمل الصيغة العامة لمعادلة الكرة التي وجدتها في السؤال 48؛ لإيجاد 
معادلة الكرة المعطى مركزهاء وطول نصف قطرها في كل مما يأتي: 
9) مركزها (2,3- ,4-) . طول نصف قطرها 4 

0 مركزها (1- ,0 ,6) » طول نصف قطرها ال 

1 مركزها (4 ,3- ,5) » طول نصف قطرها 1/3 


2) مركزها (1- ,0,7) » طول نصف قطرها 12 


8 الفصل1 المتجهات 


3 تحب إذا كانت /2 هى نقطة منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بين 
النقطتين:(1- ,8 ,2/2)3 ,(5- ,2 ,1-)1/1 » فأوجد إحداثيات 
منتصف القطعة المستقيمة |/ال,]/ا!. 


4) اكتتب: اذكر موقمًا يكون فيه استعمال النظام الإحداثي الثنائي 
الأبعاد أكثر منطقية» وآخر يكون فيه استعمال النظام الإحدائي الثلاثي 
الأبعاد أكثر منطقية. 


أوجد الصورة الإحدائية وطول 27 المُعطاة نقطنا بداينه ونهايته فى كلّ 
ممّايأتى: (الدرس 1-2) 


55) (7- ,7-)8 ,(4- ,6) لم 
6 (8)1,6 ,(8- ,4-)2/ 


7 (801,6 ,(12-,5-)م 


اكتب 78 المعطاة نقطتا بدايته ونهايته على صورة توافق خط لمتجهّي 
الوحدة [ , في كل مما يأتي: (الدرس 1-2) 


2)9.7, -2.4(, 2)-6.1, -8.5( )0 


61) مانوع المثلث الذي رؤوسه هي النقاط 
(3,5- ,0) ,(2 ,0 ,8)1 ,(4)0,3,5 ؟ 


4 قائم الزاوية 

8 متطابق الضلعين 
© متطابق الأضلاع 
0 مختلف الأضلاع 


© .وهة© 
©608ى*. .*ثى.ووةهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
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افيما سييق: 
درست الضرب الداخلي 
لمتجهين في المستوى . 


الدرس (1-3) 


واالانءه 


* أجدُالضرب الداخلي 
لمتجهينء والزاوية بينهما 
في الفضاء . 

* أجدٌ الضرب الاتجاهي 
للمتجهات؛ وأستعمله في 
إيجاد المساحات والحجوم. 


(االمغررداات: 
الضرب الاتجاهي 
00م 0055 

متوازي السطوح 
لعمأمعاء اهم 

الضرب القياسي الثلاثي 
أعنالممم قاد عاملنا 


الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء 


ع36م5 0[ 15ماعع/ا 01 65 نال2:0 01055 300 001] 


البملاذرا (ه 

يستحمل طارق السجهات» ليتسقق هنا إذاكان صطا سير طافركين كواذيين 

أم لا؛ وذلك بمعرفة إحداثيات نقطتي الإقلاع» ونقطتين تصلان إليهما بعد فترة 
زمنية معينة. 

الضرب الداخلي في الفضاء إيجاد الضرب الداخلي لمتجهين في الفضاء يشبه إيجاده لمتجهين في المستوى. 
وكما هي الحال مع المتجهات في المستوىء يتعامد متجهان غير صفريين في الفضاءء إذا وفقط إذا كان حاصل 
ضربهما الداخلي صفرًا. 


الضرب الداخلي والمتجهات المتعامدة في الفضاء 
يُعَرّف الضرب الداخلي للمتجهين: (وط روط ررط) ح- ط, (و4 ,م4 ,,4) ح 2 في الفضاء كالآتي: 


وجوه + وطره + رطره ع ط ٠‏ 2» ويكون المتجهان غير الصفريين 8 ,2 متعامدين » إذا وفقط إذا كان 
0 > ط١٠هة‏ 


إيجاد الضرب الداخلي لتحديد المتجهات المتعامدة 
أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين 81,7 في كلّ مما يأتي ثم حدّد ما إذا كانا متعامدين أم لا: 
3 (5,17,5) ع :8 ,(3- ,3 ,7-) ح 11 ) (4,7,3) ع 3,3(,8- ,3) ح نا 
(3()5-) + (3)17 + (7)5- د ونا (3083 + (3(7-) + (3)4 د عونا 
1 -(15-) +51 + 35- 20+9-0-)+12- 


وبما أن 0 - 7 ٠‏ 11» فإن 14,77 متعامدان. 


وبما أن 0 + ٠7‏ 11» فإن 14,77 غير متعامدين . 
تحقق من فهماء 
أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين 14,77 في كل مما يأتي؛ ثم حدّد ما إذا كانا متعامدين أم لا: 
8) (2-,1,3) -و,(3- ,2- 4) ح نا 


8 (5,7,5) - ور (4 ,5-رة3) ع نا 


5 : ا 5 1 . ف لمق زا عنة طاء 
وكما هو في المتجهات في المستوى, إذا كانت 0 هي الزاوية بين متجهين غير صفريبن طءة في الفضاء فإن سر > 0 وم . 
الزاوية بين متجهين في الفضاء 


أوجد قياس الزاوية 6 بين /ا ,قة» إذا كان: (2- ,3 ,4-) - 8 , (1- ,2 ,3) ح له ء إلى أقرب جزءٍ من عشرة. 


صم 10000000 
|| |إنا| 005 الزاوية بين متجهين 
(2-,3 ,4-) . (1-,3,2) 
لتك ح # ومنو (دس,ة,4-) - و, (1-,3,2) - ها 
|20- ,3 ,4-)| | (31- 2 ,3 
4 5 7 
طس - 6 ونه أوجدالخرب الداخلى: وطول كل من المتجهين 
0/1419 0 ساسك 
0 4- ص 
5 بح 1-وم - 6 بسَط وحُل بالنسبة إلى © 0 
1/6 666 8 
وود اانا 
ا 7 ١.6.ا.‏ 3 


يي أن قياس الزاوية بين 14,77 هو ”101.5 تقريبًا. 


تحقق من فهماك وزارة التعليح 
ده لعنالءع عه بمأكاصذالطة 


© أوجد قياس الزاوية بين المتجهين:»31 + 41 ح 7 ,عا + [2 + 41- ح 11 . إلى أقرب منزلة عتبريةة - 2021 
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يكون المستقيم عموديًا على 
مستوىء إذا كان عموديًا على 
كل مستقيم يقع في هذا 
المستوى ويتقاطع معه. 


الضرب الاتجاهي 
يطبق الضرب الاتجاهي على 


المتجهات في نظام الإحداثيات 
الثلاثي الأبعاد فقط؛ ولا 
يطبق على المتجهات في 
المستوى الإحداثي. 


0 الفصل1 المتجهات 


الضرب الاتجاهي هو نوع آخر من الضرب بين المتجهات في الفضاء» وبخلاف الضرب 
الداخليء فإن الضرب الاتجاهي لمتجهين ط ,3 هو متجه وليس عددّاء ويرمز له بالرمز 8 »ا 2 
ويُقرأط 5ومك 2» ويكون المتجه 5 »ا 2 عموديًا على المستوى الذي يحوي المتجهين 8 8 


الضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء 


إذا كان: علو6 + [ر6 + 671 ع ط ,ءاوه + [م 4 + 471 ح 2 ؛ فإنالضرب الاتجاهي للمتجهين 2,5 


إذا طبّقنا قاعدة ة حساب قيمة محددة من الدرجة الثالثة على المحددة أدناه» والتي تتضمن متجهات الوحدة 
وإحدائيات كل من 8 ,20 فإننا نتتوصل إلى القاعدة نفسها للمتجه 8 <١‏ 2 . 


عارزيلء» 


بوضع متجهات الوحدة ع1 ,[ ,في الصف 1 سح هههم 1 ! 1 
بوضع إحداثيات 2 في الصف 2 3 42 41ح ط< هج 


بوضع إحداثيات 8 في الصف 3 سود و0 و5 61 


4 01 01 01 01 01 
|2 “إبراة© 4 ]© 2 
و5 61 و 1م و5 جم 
ع1 ,6 وه - وط يه) + [(رط وه - و5 4) -52(1 و4 - ولط ج04) ح- ط »اه 


إيجاد الضرب الاتجاهي لمتجهين 


أوجد الضرب الاتجاهي للمنجهين: (3,1 ,3-) - 8 , (2,1- ,3) ح 4 ثم بيّن أن ” ا ة يعامد كلا من 97 ,80. 


ع1 [ 1 
1 2- 3 |-30 11 1 +[3 +31- - ل9ارعا1 + [2 -31 ح كا 
1 303- 
6 3 +1 3 |-ة 1 7 قاعدة إيجاد قيمة محدّدة الدرجة الثالثة 
3 3- 1 3- 1 3 
عآ(6 - 9) + [[(3-) - 3 -2-3(1-) - أوجد قيمة محددةالدرجة الكانية 
316 + [6 -51 ح بسَط 
(6,3-,5-) - الضوورة الإحذاقية 


ولققاك ]ان ده يعافد 4ل من #برننة ير ا سند اليرت الدالطلى 
ل 7‏ له مع كل من 11,37 . 
٠ 11‏ (37 * 1) 


٠ )3,-2,1(‏ (6,3- رق-) - 
(3)01 + (2-)(6-) + (5)3- - (3)1 + (6(03-) + (3-)5م- - 
07 12+3+ 15- -) ي#نو0- 3+(18-)+ 15- 
بما أن حاصل الضرب الداخلي في الحالتين يساوي صفرًاء فإن 7 > نآ 
عمودي على كل من ها ,*. ' ' 


هك تحقق من فهمك 


7 (37 3 1م 


- )-5, -6,3(١)-3,3,1( 


أوجد الضرب الاتجاهى للمتجهين 7” ”,ل في كلّ ممايأني, ثم بيّن أن”* ا هة يعامد كلا من6*رك + م 
50) (5,1,4) - ,(1- ,2 ,4) - 


58) (5,1,4) ع ,م ,(ة- ,1- ,2-) جتهزارة التعليحم 


ده وعنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


للضرب الاتجاهي تطبيقات هندسية عديدة» فمثلًا مقدار المتجه | »ا | يُعبَّر عن مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه 
7 ,ا ضلعان متجاوران كما فى الشكل 1.5.1 . 


مساحة متوازي أضلاع في الفضاء 


أوجد مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه: 316 + [5 -8-1,ع31 - 4 +21 ح هه ضلعان متجاوران. 
الخطوة 1 أوجد 7 < 11 


ع1 1[ 1 
3 4 2]ح ل" < ا ع3 + زة - 1ح 9 رعلة - [4 +21 ح ير 
3 5- 1 
0 | 1-5 4 |- بإيجاد قيمة محدّدة الدرجة الثالثة 
5ل 1 8 18 3 5 
»141 - [9 -31- ح بإيجاد قيمة محددة الدرجة الثانية 


الخطوة 2 أوجد طول ا 11 
1-72 ) + 9(2-) + 3(2-)/1 ح إلا ا 13 طول متجه في الفضاء 


1 هبد 1/286 - 5 
الشكل 1.5.1 أي أن مساحة متوازي الأضلاع في الشكل 1.5.1 » تساوي 16.91 وحدةً مربعةٌ تقريبًا. 


هك تحقق من فهمك 


| 4) أوجد مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه: >[ + [3+ 41 ح 7 ,ع3[1 + [61-2- - 11 ضلعان متجاوران . 


الضرب القياسي الثلاثي إذا التقت ثلاثة متجهات فى مستويات مختلفة فى نقطة البداية» فإنها تكوّن أحرفًا متجاورة 
لمتوازي سطوح. وهو عبارة عن مجسم له ستة أوجهء كل وجه منها على شكل متوازي أضلاع كما في الشكل 1.5.2 
أدناه» إن القيمة المطلقة للضرب القياسي الثلاثي لهذه المتجهات يُمثل حجم متوازي السطوح. 

الضرب القياسي الثلاتي 


إذا كان: عآو2 + زره + 1ر0 - 7 ,علولا + [ىنة + 1رلة - خا رعاو1 + [ر1 + لتر - 1 


فإنالضرب القياسي الثلاثي للمتجهات 7 ,ذا رأ يُعرف كالآتي | وا 12 71ح (7 ءا 1) 6٠‏ 
و 22 21 


حجم متوازي السطوح 


أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه: »31 + ز5 - 1 ح 0 ,ء31 - [4 +21 - ه ,»21 - ز2 - 41 دغ 
أحرف متجاورة. 


2 2- 4 216 - (2 41 دع 
3- 4 2]-(0<ن) 1٠‏ عل3- [4 +21 ح كن 
3 5ك 1 »31 + [5 -1 - ع 


هم دهان -10ة ما 


أوجد قيمة محددة المصفوفة من الرتبة 3 3 


4 - 28 + 18 + 12- - د 
أي أن حجم متوازي السطوح في الشكل 1.5.2 هو |(7 “ا ها) ٠‏ غ|ء ويساوي 34 وجِدِةٌ مكعبة. 57 
هه مه را ااه © 6ى*. .*ثىووهة 
أ تحفقق من فهمك يك 
5) أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه: ع1 + [3 + 41 - 31,7 + (2 - 61- ح نا ,كإن رج الحا ل 


أحرف متجاورة. 


دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


الشكل 1.5.2 


الدرس 1-5 الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء ‏ 41 


3خ 0 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 7 ,ا في كلّ مما يأني» ثم حدّد ما إذا 
كانا متعامدين أم لا: (مثال1) 

0 :(28,2,7) دغارزة رد روات 
© (1,4- ,6) - م ,(4- ,0 ,5) - نا 
5 ا(قك رقيفد) كه رزلا رقت و ت 
4 (1,3,8-) - ,,(2- ,11,4) نا 
5) >6 + [2 - 


31 - 7 ,كاة - (2 -61 - نا 


66 ع31 - [4 + 61 - 617 + [9 -- 91 ح 1 


67 كيمياء: تقع إحدى ذرتي الهيدروجين في جَزيء الماء عند 
(55.5- ,55.5 ,55.5)» والأخرى عند (55.5- ,55.5- ,55.5-) 
وذلك في الوقت الذي تقع فيه ذرة الأكسجين في نقطة الأصل. أوجد 
الزاوية بين المتجهين اللذين يكوّنان رابطة الأكسجين - الهيدروجين 
مقرّبة إلى أقرب جزء من عشرة. (مثال 2) 


أوجد قياس الزاوية © بين المتجهين 84,87 في كلّ مما يأني, وقرّب النانج 
إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ: (مثال 2) 

48 (9,5- ,8-) - ب ,(1 ,ك- ,6 ) ح نا 

لل يةرم - 110 يود 

فال (متخإصحية د سرود و0 د 

11) 1016 - (3 + إ4 - م91 + (2 + 31- - نا 


أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين * ,ل في كل مما يأني؛ ثم بِيّن 
أن 7 2 4ه عمودي على كل من 1,9 : (مثال 3 ) 


12) (3- ,6- ,2) ح وورزة,1,3-) - 
3) (5,9,1-) -,,(2-,4,7) دن 
4 (قس ,5 ,1) 9-2 ,(2 ,6 ر,3) ع نا 
15) عأ6 - ز ++ 71 ح بريزة + (2 -21- د نا 


أوجد مساحة متوازي الأضلاع الذي فيه ,قة نان تجاورانى كا نها 
يأتي: (مثال4) 

- )6,-5,3( 6 
- )4, 3, -1(,8- )7,2,-2( )7 


- )-9,12( 7 


8) 816 - ز4 -51 ح بورعاة + (2 -61 ح نا 


9) 71 - [3 + 21- ح بورعاق8 - 4 + 1 د نا 


2 الفصل1 المتجهات 


أوجد حجم متوازي السطوح الذي فيه 97 ,ا , أحرف متجاورة في كل 
مما يأني: (مثال5) 


0) (2,6-,3) - و,(ف- ,7- بي4) ح نا ,(2 ,9-,1-) دع 
21) (5,4 ,9-) - ,ا ,(3 ,6- ب,4) - 4 ,(1- ,3- ,2) - 
2) 81 + 6 -21 ح بديا7 + (2 + 31- د يد عله - ز + 1 -)] 


3 عل + ز- 8 - ,و71 + (5 -31 ع ها 61 + (2 - 1ز5 دغ 


أوجد متجمًا غير صفري يعامد المتجه المعطى في كل مما يأتي: 
4 (8,4- ,3) 


)-1,-2,5( )5 


4 -1. -3( 26 


)7,0,8( )7 


إذا عُلم كلّ من 4٠7‏ ,#» فأوجد حالةٌ ممكنةً للمنجه ها في كلَّ مما يأني: 
8) 22--1.7ا,(6- 4- ,2) حب 


29 لك ح و٠‏ ها ,(4 ,0 ,1) - ٠‏ 
0 35 من ,(5ك- ,6- ,2-) - 


حدّد ما إذا كانت النقاط المعطاة واقعةٌ على استقامةٍ واحدةٍ أم لا؟ 
1 (5,11,13-) ,(3,9,11-) ,(1,7,7-) 
2 (11,5 ,8) ,(7- رق ,17) ,(1- ,8 ,11) 


حدّد ما إذا كان كل متجهين مما يأتي متوازيين أم لا: 
3 (15,9-,3) -ح 6(,2 ,10- ,2 
4) (2,3- ,4-) ح ط,(7- ,6,3) - 


5 اكتب الصورة الإحدائية للمتجه 11 الذي يقع في المستوى 1/2» 
وطوله 8, ويصنع زاوية قياسها "60 فوق الاتجاه الموجب للمحور /1. 


) - م 


حدد ما إذا كان الشكل الرباعي 48010 المعطاة إحداثيات رؤوسه متوازي 
أضلاع أم لاء وإذا كان كذلك» فأوجد مساحته, وحدّد ما إذا كان مستطيلا 
أم ل 


© ووه© 
عر سيا بلك.ء6هة 
6 (4 ,2 ,2)3 ,(5 ,2 ,0)© ,(1- ,4 ,8)0 ,(70- 0 20 رمد 
ا 
7 )3 7 ,107 )2 6 04 )4 ,4 24 ,)5 5 ,407 20 06 ناكا و 1 ايا 
3 - 2021 


38) عرض جوي: أقلعت طائرتان معًا في عرض جويء فأقلعت 
الأولى من موقع إحداثياته (0 ,2- ,0)» وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا 
إحداثياته (15 ,10- ,6)» في حين أقلعت الثانية من موقع إحداثياته 
(2,0 ,0)» وبعد 3 ثوانٍ وصلت موقعًا إحدائياته (15 ,10 ,6). 
هل يتوازى خطًا سير الطائرتين؟ وضّح إجابتك. 


إذا كان: (5 ب4 ,.4-) - 2 , (2-,3,2) قا فأوجد كلا مما يأنى إن أمكن: 
39) (37< نا) ٠‏ ك1 
)1٠37( )0‏ »ا ره 


1) إذا كانت 14 ,78 ,1 تُمثّل ثلاثة أحرف متجاورة لمتوازي السطوح 
فى الشكا المجاورء وكان حجمه 7 وحدات مكعبة فما قيمة ©>؟ 


(2-,1,0) د 


مسائل مهارات التغكير العليا 


2) تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أحيانًاء أو صحيحة 
دائمّاء» أو غير صحيحة أبدَاء برّر إجابتك . 


«لأي متجهين غير صفريين وغير متوازيين» يوجد متجه عمودي على 
هذين المتجهين). 

3) تحد: إذاكان: (2,5- ,3-) - 8 , (0 ,6 ,4) - 11؛ فأوجد 
قيمة © التى تجعل: ع101 + [26 - 341 - 7 << 11 . 

4) تبرير: فشّر لماذا لا يمكن تعريف الضرب الاتجاهي في 
المستوى. 


5) اكتب: بيّن طرق الكشف عن توازي متجهّين أو تعامدهما. 


أوجد طول كل قطعةٍ مستقيمةٍ مما يأتي» والمعطاة نقطتا طرفيهاء ثم أوجد 
إحداثيات نقطة منتصفها: (الدرس 1-4) 


)1, 10, 13(, )-2, 22, -6( 6 
)12, -1, -14(, )21, 19, -23( )7 
)-22, 24, -9(, )10,10,2( 8 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 4,7 في كلّ مما يأتي» ثم حدّد ما إذا 


كانا متعامدين أم لا: (الدرس 1-3) 
9) (01,2١7-ر8-)‏ 
٠ )7,5( 0‏ (6- ,4-) 


)6,-3( ١. )-3,5( 1 


أوجد محصلة كل زوج من المتحهات الآتية» مُستعملا قاعدة المثلث أو 
متوازي الأضلاع, ثم ححدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي. (الدرس1-1) 
52 2 


ا" 
ا 
_تدريب عل اختبار 00 


4) أي مما يأتى متجهان متعامدان؟ 


(1,2,3) ,(1,0,0) 
8 (4,6- ,2) , (2,3-,1) 
© (6,4,3) , (3,4,6) 
ه (2- ,2 ,6) , (5,4- ,3) 


55 ما حاصل الضرب الاتجاهي للمتجهين: 
(4,2,6-) - م , (3,8,0) - ن؟ 


481- 18[ + 3816 8 


© ...هه 

8 ع381 + (22 -481 “22211111 
© ع[38 + [22 -461 وزارة التحعليم 
0 281 18 461 ها عالط ع0 بمأكاصذالطا 
1-0 3 - 2021 


الدرس 1-5 الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء ‏ 43 


اتفقصل 


1 دليل الدراسة والمراجعهة 


مفاهيم أساسية 

مقدمة في المتجهات (الدرس 1-1) 

* يُعبِّر عن اتجاه المتجه بالزاوية بين المتجه؛ والأفقي. ومقدار 
المتجه هو طوله. 

* ناتج جمع متجهين هو متجه يُسمى المحصّلة؛ ويمكن إيجاده 
باستعمال قاعدة المثلث؛ أو قاعدة متوازي الأضلاع. 


قاعدة 


ط+هة 
المثلث 
3 2 


المتجهات في المستوى الاحداثي (الدرس 1-2) 

« الصورةالإحداثية للمتجه في الوضع القياسي هي (/3,1). 

* الصورةالإحداثية للمتجه في الوضع غير القياسي الذي 
نقطة بدايته (1/1 ,)4 ؛ ونقطة نهايته (2/ رو:3) 18 هي: 
(دلا - ولا يوه ح ونه . 

* يُعطى طول المتجه (02 ,0) - 0 بالصيغة 
2(ه) + 2(رم)ل - اه 

* إذا كان:(ج6 ,1) ح طا, (جه ,ره) - ه متجهين:؛ وكان / 
عددًا حقيقيًاء فإن:(ر6 + ي4 ,67 + ره) - ط+ هج 2 
(ومعاربه!) دهع (ري ديه ,رط جدرم) - ٠ه‏ 

» يمك ناستعمال متجهّي الوحدة1» [ للتعبير عن المتجه 
(,4©) - 8 على الصورة 6 + 01 . 

الضرب الداخلي (الدرس 1-3) 


» 2 - )41, 02( يُعرّف الضرب الداخلي للمتجهين:‎ ٠ 
(وط ,ررط) ع طابالصيغة: 62 ره + رط ره دا ط١٠ ه‎ 


* إذا كانت 0 زاوية بين متجهين غير صفريين 2,8 ؛ فإن: 


المتجهات في الفضاء الثلاثي الأبعاد (الدرس 1-4) 
» تعطى المسافة بين النقطتين (27 ,1/1 ,يند) لل 
(و2 ,م ,جع *) 8 بالصيغة: 

7 - رن) + 2( - ر»)) + 2( - يا/١‏ - قله 
» تعطى نقطة منتصف 418 بالصيغة: 


د 1/2 111 جخ* + )ند 
2 2 2 2-7 )3 


الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي لمتجهين في الفضاء 
(الدرس 1-5) 
٠‏ يُعرّف الضرب الداخلي للمتجهين: (و0 ,ج40 ,41) - 8 »2 
(وط روط ررط) ح طاآ بالصيغة وناىه + رناره + إطره - طاعهة 
* إذا كان: علو + زر + قرط - طرعلوه + زره + تأيه دي 
فإن الضرب الاتجاهي للمتجهين 2,15 هو 8 عا ه ., ويساوي 
عآ(رطيه - وطره) + [إلرطيه - وطره) - 1(رطيه - وطوه) 


44 الفصل1 المتجهات 


المفردات 

كمية قياسية عددية ص 10 
المتجه ص10 

كمية متجهة ص 10 

قطعة مستقيمة متجهة ص 10 
نقطة البداية ص 10 

نقطة النهاية ص 10 

طول المتجه ص 10 

الوضع القياسي ص 10 
اتجاهالمتجه ص 10 
الاتجاهالربعي ص 11 
الاتجاهالحقيقي ص 11 
المتجهاتالمتوازية ص 11 
المتجهاتالمتساوية ص 11 
المتجهان المتعاكسان ص 11 
المحصلة ص 12 

قاعدة المثلث ص 12 

قاعدة متوازي الأضلاع ص 12 
المتجهالصفري ص 13 


اختبر مفرداتك 


المركبات ص 14 
المركبات المتعامدة ص 14 
الصورةالإحداثية ص 18 

متجه الوحدة ص20 

متجها الوحدة القياسيّان ص 20 
توافق خطيٌ ص 21 

الضرب الداخلي ص 26 
المتجهان المتعامدان ص 26 
الشغل ص 29 

نظام الإحداثيات الثلاثي 
الأبعاد ص 33 

المحورة ص 353 

اق ص 35 

الثلاثي المرتب ص 353 

الضرب الاتجاهي ص 40 
متوازي السطوح ص 41 

الضرب القياسي الثلاثي ص 41 


حدّد ما إذا كانت العبارات الآتية صحيحة أم خاطئة» وإذا كانت خاطئة 
فاستبدل ما تحته خط لتصبح العبارة صحيحة: 
1( نقطة نهاية المتجه هي الموقع الذي يبدأ منه . 


2 إذا كان: (2 ,3) ح ط ,(1 ,4-) ح 2. فإن الضرب الداخلى 
للمتجهين هو (3)2 + (4)1- . 
3) نقطة منتتصف 418 عندما تكون (22 رولا ,و3) 8 , (وة رولا ب:ة) ل 
لكك دلا 1/11 كيد 
+ 0 020 ,2 1 
4) طول المتجه 8 الذي نقطة بدايته (2 ,1-)4» ونقطة نهايته (4- ,8)2 
5) يتساوّى متجهان إذا وفقط إذا كان لهما الطول نفسه. والاتجاه نفسه. 
6) إذا تعامد متجهان غير صفريين» فإن قياس الزاوية بينهما ”180. 
7 لتجد متجهًا يعامد أي متجهين على الأقل في الفضاء» أوجد الضرب 
الاتجاهى للمتجهين الأصليين. 
0 طرح متجه يكافئ إضافة معكوس المتجه. 50 


9 إذا كان ما متجه وحدة باتجاه 11» ااا اه 
وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصاالطا 
3 - 2021 


مراجعة الدروس 
ذؤو مقدمة في المتجهات (الصفحات10-17) 


حدّد الكميات المتجهة, والكميات القياسية في كل مما يأتي: 
0) تسير سيارة بسرعة آ/50101 باتجاه الشرق. 


1) شجرة طولها 20 


أوجد محصلة كل زوج من المتجهات الآنية باستعمال قاعدة المثلث» 
أو قاعدة متوازي الأضلاع. قرّب المحصلة إلى أقرب جزء من عشرة من 


السنتمتر» ثم حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي» مستعملًا المسطرة, والمنقلة. 


أوجد طول المحصّلة لناتج جمع المتجهين واتجاهها في كلّ مما يأني: 


7 8721 للخلف, ثم 1217 للخلف. 


أوجد محصلة المتجهين 1 ,5 مستعملا قاعدة المثلث» أو قاعدة متوازى 
الأضلاع. قرَّبٍ المحصّلة إلى أقرب جزء من عشرة من السنتمتر» ثم 
حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقى مستعملا المسطرة, والمنقلة. 


قاعدة المثلث 
63 فتكون المحصلة هي المتجه الذي يبدأ من نقطة 
بداية 8 » وينتهى عند نقطة نهاية 5. 


قاعدة متوازي الأضلاع 

اسحب 8» بحيث تلتقي نقطة بدايته مع نقطة 
بداية :3» ثم أكمل متوازي الأضلاع الذي فيه 5 ,1 
ضلعان متجاوران» فتكون المحصلة هي المتجه 
الذي يكوّن قطر متوازي الأضلاع. 

فيكوة ظول المحصلة حم 8.4 وقبامن زاديتها 
"59 مع الأفقي. 


ها لعنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الفصل 1 دليل الدراسة والمراجعة ( 45 


دليل الدراسة والمراجعةكة 


5ذؤو المتجهات في المستوى الاحداثي (الصفحات25 -18) 


أوجد الصورة الإحدائية» وطول 28 المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كلَّ 


مما يآتى: أوجد الصورة الإحداثية, وطول 415 الذي نقطة بدايته 


لك ,403 3 ونقطة نهايته (3- ي4) 15 0 
8) (4 ,865 ,(3 ,1-) ل د 

) (4 ,2,805 ا( 80 - ع/ة ,ره - وا) - 48 الصورة الاحداثية 
21 (5- ,3)ظ8 ,(10-,4)2 


اطرج 
أوجد طول المتجه 4/7. 

إذا كان: (2 ,4-) > غ ,(3- ,2-) ح ه , (0 ,4) - مء فأوجد كلا 1/23+52 - |88 قانون انسافة 
مما يأتي: 1/121 - عوّض 
2) م-ه2 4 د 1/2 - شف 
23 2 دام 

4) هن + م3 -] 

5) 30 -4 +4 م2 

أوجد متجه وحدة 84 باتجاه 0 في كلّ مما يأني: 

6 (7,2-) دن 7 (3-,3) دو 

8) (8-,5) دو 9) (9,3) دو 


59 5 الضرب الداخلي (الصفحات26-31) 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين ,4 في كلّ مما يأني» ثم تحقّق مما 
إذا كانا متعامدين أم لا: أوجد الضرب الداخلى للمتجهين: (4,7-) ح بو ,(5- ,2) - 2 2 
00 حي زه رق كن ثم تحقق مما إذا كانا متعامدين أم لا. 


)1 


)1 
(5,7) - 4,9 4) - نا 21111702 ح 7[ «٠‏ الضربالداخلي 
2 (2, 
30 


0 

,5 
8) - 4,8 ,1-) دن 5(0-) + (4-)2 - 022 عوض 
( 43 - (35-) + 8- - 5 


3 (1,3) ح- 7 ,(3 ,2-) - 1 


بما أن 0 2 بو ٠‏ »اء فإن المتجهين <» 3 غير متعامدين. 


أوجد الزاوية 0 بين المتجهين 84,7 في كل مما يأتي: 


4) (2,3-) -1(,7- ,5) دن 


5 (4,2) - 0 ,(1,8-) دن 


6 الفصل1 المتجهات 


ذو المتجهات في الفضاء الثلاثي الأبعاد (الصفحات38 - 33) 


عيّن كل نقطة من النقاط الآنية في الفضاء الثلاثي الأبعاد: 
6 4-,1,2) 

)3,5,3( 7 

)5,-3,-2 )8 

)-2,-3,-2( )9 

أوجد طول القطعة المستقيمة المُعطاة نقطتا طرقّيها في كلّ مما يأني. 
ثم أوجد إحداثيات نقطة منتصفها. 

)-4, 10, 4(, )2, 0, 8( )0 

)-5, 6, 4(, )-9, -2, -2( )41 

)3, 2, 0(, )-9, -10, 4 )2 

)8, 3, 2(, )-4, -6,6( 3 

مثّل بيانيا كلا من المنجهات الآنية في الفضاء: 

0 - )0, -3,4( )44 

5) 21 + (3 +31- - ط 

6 كا5 + [3 -21- دع 

7) (3-,5- 4-) دل 


عبّن النقطة (4- ,4 ,3-) فى الفضاء الثلاثى الأبعاد . 


حدّد موقع النقطة (4 ,3-) في المستوى /1:: بوضع إشارة ثم عيّن نقطةً 


تبعد 4 وحدات أسفل هذه النقطة» وباتجاه مواز للمحور 2 . 


| 1-5 هج الضرب الداخلي والضرب الاتجاهي للمتجهات في الفضاء (الصفحات45 - 39) 


ا اس 0 
نا متعامدين أم لا. 


8) (13-,8,2) - ,0 ,(2 ,5 ,2) - نا 


9) (6,1,3-) ع بو ,(6- ,0 ,5) ان 


أوجد الضرب الإنجاهي للمتجهين 7 , 8 في كل مما يأني» ثم بِيّن أن 
و يعامد كلا من 97 لله : 


0 (3- ,4 ,2) - :و ,(2- ,3- ,1) - نا 


- )4,1,-2(,: - )5, 4, -1( 1 


أوجد الضرب الاتجاهي للمتجهين: (3-,2 4-) حال 
(27,11,2 ح لاء ثم بيّن أن 7 »ا قة يعامد كلا من « م1 


-3| 0 -3| 
1 37 1 


1 8 2 7 2 

- )87, -13,-58( 

(3-,4,2-) . (وك- ,13- ,37) ع هد ( ا ن) 
“0 - 174 + 26 - 148- - 

٠ )7,11,2(‏ (58- ,13- ,37) ع بوه ا ن) 
07 - 116 - 145 يي 259 - 


ان حاصل الضرب الداشلي في الحا مي 
صفراء فإن 77 نا عمودي على كل من 11117 


مهةنأمعسلع )6ه ]دا م1 ايا 


2021 - 3 


الفصل 1 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 47 


دليل الدراسة والمراجعةهة 


تطبيقات ومسائل 


2 كرة قدم: تلقّى لاعب كرة قدم الكرة برأسه؛ فارتدّت بسرعة 
ابتدائية مقدارها 48/5 255 وبزاوية قياسها "25 فوق الأفقي كما 
في الشكل أدناه. أوجد مقدار كل من المركبتين الأفقية» والرأسية 
للسرعة. ‏ [الدوين 23لا 


3) طيران: تهبط طائرة بسرعة مقدارها 101/1 110» وبزاوية قياسها 
10 تحت الأفقي» أوجد الصورة الإحدائية للمتجه الذي يُمثّْل سرعة 
الطائرة. (الدرس 1-2) 


4 صناديق: يدفع عامل صندوقًا بقوةٍ ثابتةٍ مقدارها 9017 بزاوية 45 
في الشكل أدناه. أوجد الشغل المبذول بالجول لتحريك الصندوق 
8 (مع إهمال قوة الاحتكاك). (الدرس 1-3) 


48 الفصل1 المتجهات 


5 أقمار اصطناعية: إذا مَثَّلت النقطتان: (38426- ,32461 ,28625): 


(43015 ,29218- ,31613-) موقعى قمرين اصطناعيين» ومَثْآَتِ 
النقطة (0 ,0 ,0) مركز الأرضء وعلمت أن الإحداثيات معطاة 
بالميل» وأن طول نصف قطر الأرض يساوي 3963571 تقريبّاء فأجب 
عمّايأتي: (الدرس 1-4) 


8) أوجد المسافة بين القمرين. 


م( إذا وضع قمر ثالث في منتصف المسافة بين القمرين» فما 


©) اشرح إمكانية وضع قمر ثالث في الإحداثيات التي أوجدتها في 
الفرع 0 


6) استعمل الضرب القياسي الثلاثي لحساب حجم غرفةٍ أبعادها 


1 بل 4 ,11 3 
“إرشاد: اعتبر متوازى المستطيلات حالةٌ خاصةً من متوازى 
السطوح". (الدرس 1-5 ( 


© مث.هءه 
©686.* ٠.وهةه»‏ 
©ه.. ٠ ٠"‏ .هه 

وزارة التعليح 

ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 

2021 - 3 


أوجد محصّلة كل زوج من المتجهات الآتية باستعمال قاعدة المثلث» 
أو قاعدة متوازي الأضلاع؛ قرب المحصلة إلى أقرب جزءٍ من عشرةٍ من 
السنتمتر» ثم حدّد اتجاهها بالنسبة للأفقي مستعمللاً المسطرة, والمنقلة. 


2 شر 


أوجد الصورة الإحدائية» وطول 78 المعطاة نقطنا بدايته ونهايته فى كلّ 
ممايأتى: 


4) 2|, 8-17 6 44), -3(, 8)-5,1( 6 


5( كرة قدم: ركض لاعب بسرعة 10/5 4 ؛ للتصدي لكرة قادمة من 
الاتجاه المعاكس لحركته» فضربها برأسه بسرعة 10/5 30» وبزاوية 
قياسها”25 مع الأفقي» فما محصّلة سرعة الكرة» واتجاه حركتها؟ 


لت 2 
عع5 /رم 4 


١م‎ 


30 20/56 


أوجد متجه وحدة باتجاه 8 في كل مما يأنتي: 


1 - )6,-3( 67 1 - )-1,4( 66 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 14,7 في كل مما يأتي, ثم بِيّن ما إذا كانا 


8 (3,2-) د ررك ,2) دن 

1- )4,-3(,70- )6,8( 9 

0 [8 + 1ح رارز -101 - نا 

1) اختيار من متعدد: إذا علمت أن: (2 ,4-) ح لا , (1,3) -1ا 
» فأيّ مما يأتي يُمثْل ناتج جمع متجهين متعامدين أحدهما مسقط نا 
على 1؟ 


35 


حبر يك بي يي اص بيد ص ييضة 
34 
> د العام اال ا 


35 


"مب يبو 
حآر 


حم حم حم حم 
خالك الك #الك كالك 


- 


35 
59 


3 


ال ا ا ا 
هه © 


8 
ا 
”2 
١‏ 
دراك 3005 كرالك 
- 8 
دسإض تنإض وررسسن ‏ خراص 


- 
- 


دنإاتس دنإسن فمإصس 3اإصس 


إذا كان: (9- رق ,8) ح » ,(7,1- ر5-) - ط,(3- ,2,4) دق 
فأوجد كلا مما يأتي: 


2) ع3 - 56 + 2 


353) 2 + 6 اط 


8 يافوفات الهواعء السااخق:. أطلق 12 _الوثا محري هراة ساغتًا ف 
أحد المهرجانات» وبعد عدة دقائق من الإطلاق» كانت إحداثيات 
البالونين الأو ل والثاني هي: (10 ,15 ,29-) ,(30 ,25 ,20) كما في 
الشكل أدناه » علمًا بأن الإحداثيات معطاة بالأقدام. 


40 


»)-29,15,10( 


8) أوجد المسافة بين البالونين الأول والثاني في تلك اللحظة. 


8) إذا كان البالون الثالث عند نقطة منتتصف المسافة بين البالونين 
الأول والثانى» فأوجد إحداثياته. 
أونجد الزاوية 6 بين المتبعهين #رهة فى كل ما با : 
5) (3,7,12) - 0 ,(6 ,4 ,2-) - نا 
6) >6 - و7 -51- ح 7 1116 + [5 + 91- ح 1 
أوجد الضرب الإتجاهي للمتجهين 4,77 في كل مما يأني ثم بيّن أن 
7 26 14 يعامد كلا من 38 ,11 : 


7 (9,4,11) -,,(1,7,3) - نا 


©6 ووهة© 

©608ى*. .*ثى.ووهة 
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8) 216 - زة سا5 - بويا - (2 + 1م- جه 0001 
وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الفصل 1 اختبارالفصل ‏ 49 


24 
لقص[ , / 


0 
درست القطوع المخروطية 
ومعادلاتها وتمثيلها بيانيًا. 


1 
| 


و[! زلارر: 

* أُمَثّلُ الإحداثيات القطبية 
5 أحول سن الا حداشات 
والمعادلات الديكارتية 
والقطبية. 

أكتب الأعداد المركبة على 
الصورة القطبية والصورة 
الديكارتية وأحول بينهما. 


الملاة! (ه 
)5 

يمكن استعمال المعادلات 
هندسية فمثلا لوحة سهام 
تظهر عليها المواقع بوصفها 
أعدادًا مركبة على الصورتين 
القطبية والديكارتية. كما 
يمكن استعمالها لنمذجة 
أنماط الصوت التى تساعد 
على تحديد وضعية تجهيزات 
المسرح؛ مثل: السماعات 
ومكبرات الصوت؛ وتحديد 
قوة الصوت ومستوى 
التسجيل. 


اقراً عناوين 
الدروس والمفردات الأساسية 


في هذا الفصل؛ لتساعدك 
على التنبؤ بالأفكار ا لتي 
ستتعلمها في هذا الفصل. 


لومب كسم 


ارسم كلا من الزاويتين المعطى قياسهما فيما يأتي في الوضع القياسي: 
1) 200 


-45* © 


أوجد زاوية بقياس موجبء وأخرى بقياس سالب مشتر كتين في ضلع 
الانتهاء مع كل من الزوايا الآنية» ومتّلهما في الوضع القياسي: 
65 1650 


حوّل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان» والمكتوبة بالراديان 


إلى درجات في كل مما يأتي: 


37 3 
- 8 -60*“ 7 


9 أوجد القيمة الدقيقة ل 5115 باستعمال متطابقة الفرق بين 


زاويتين. 


0 أوجد طول الضلع 40 في المثلث المرسوم أدناه (قرّب 
إلى أقرب جزء من عشرة). 


حك 


يي 


م4 


رابط الدرس الرقمي 


م ع1 


مراجعة المفردات 


ضلع الابتداء للزاوية (عأع حك حصد 1ه 510 ل[متأاتمآ) 
الضلع المنطبق على المحور 2 عندما تكون الزاوية في الوضع 
القياسي. 


ضلع الانتهاء للزاوية (ع1عكى صد 01 5106 لمستصسء1) 
الضلع الذي يدور حول نقطة الأصل عندما تكون الزاوية في 
الوضع القياسي. 


الزاوية 4 الوضع القياسي 


قياس الزاوية (©81كى تنه 01 ع25111ع1/1) 
يكون قياس الزاوية موجبًا إذا دار ضلع الانتهاء عكس اتجاه عقارب 
الساعة» ويكون سالبًا إذا دار ضلع الانتهاء في اتجاه عقارب الساعة. 


متطابقات المجموع والفرق 

(1115ع101 ععتع 1011112 3110 تتتاك) 
8صزة 4 5وم» + 8 05» 4 زد ع ( 8 + 24) زد ٠‏ 
ظطززة 24 مزه - 8 5م» 2054 ع (8 + 4 ) 5م ٠‏ 
ل8صزة 2054 - 8 0605© 51204 ع (8 - 24 ) زد ٠‏ 


8صزة 4 سذو + 8 5م» 4 5م» ع (8 - 4) وم ٠‏ 


©6 .وهة© 
©608ى*. .*ثى.ووهة 
©». ".* .هه 

وزارة التعليح 

دهن لعنالع عه بمأكاصأالطا 
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الفصل 2 التهيئة للفصل ‏ 51 


درست الزوايا الموجيبة 
والسالية ورسمتها في الوضع 
القياسي. (مهارة سابقة) 


(واا لذن *: 

* أُمثّل نقاطا بالإحداثيات 
القطبية. 

2 أمتّل بيانيًا معادلات قطبية 
بسيطة. 


نظام الإحداثيات القطبية 
لاع كلاد 1031ل,مم 1دامم 
القطب 

امم 

المحور القطبي 

35 0131م 

الإحداثيات القطبية 
105 31امم 
المعادلة القطبية 
نل 0131م 

التمثيل القطبي 

لامع 3امم 


رابط الدرس الرقمي 


اللإحداثيات الفطبيه 


5 أنامم 


يقن 
١‏ 


الملاذرا زه 

تستشمل مراقيو الجر كة النجوية أنظمة راقار ديف لمر جيه مسال الطائرانتة 
والحصول على مسارات ورحلات جوية آمنة. وهذا يضمن بقاء الطائرة على 
مسافة آمنة من الطائرات الأخرىء والتضاريس الأرضية. ويستعمل الرادار 
قباسات الزوايا والمسافات المتجهة؛ لتمثيل موقع الطائرة. ويقوم المراقبون 
بتبادل هذه المعلومات مع الطيارين. 


تمثيل الإحداثيات القطبيّة لقد تعلمتٌ التمثيل البياني لمعادلات معطاة في نظام الإحداثيات الديكارتيّة 
(المستوى الإحداثي) . وعندما يحدد مراقبو الحركة الجوية موقع الطائرة باستعمال المسافات والزواياء» فإنهم 
يستعملون نظام الإحداثيات القطبية (المستوى القطبي). 


في ظام الرحدائات الليكارقية المحوران /1 يلما المخوراة الأقاي والر أسري 
على الترتيب» وتُسمَّى نقطة تقاطعهما نقطة الأصلء ويرمز لها بالحرف 0. وبُعيّن 1 

موقع النقطة ”1 بالإحداثيات الديكارتية من خلال زوج مرتب (/3,1) » حيث /2:,1 1/0 :)2 
المسافتان المتّجهتان الأفقية» والرأسية على الترتيب من المحورين إلى النقطة. 
فمثلاء ؛ تقع النقطة (3 (1,1/3) على بُعد وحدة وحدة إلى يمين المحور /1» وعلى 
بُعد 1/3 وحدة إلى أعلى المحور 3 . 


نظام الاحداثيات الديكارتية 


2 


في نظام الإحداثيات القطبية» » نقطة الأصل 0 نقطة ثابتة تُسمى القطب. 
والمحور القطبي هو نصف مستقيم يمتد أفقيّا من القطب إلى اليمين. 


نظام الاحداثيات القطبية 


يمكن تعيين موقع نقطة 7 في نظام الإحداثيات القطبية باستعمال الإحداثيات 100 

0 ؛ حيث ”7 المسافة المتّجهة (أي تتضمن قيمةً واتجامّاء فمن ن الممكن أن 

تكون 7 سالبة) من القطب إلى النقطة 1. و9 الزاوية المتّجهة (أي تتضمن قيمةً 9 القطلت 
واتجامًا) من المحور القطبيّ إلى 07 . المحورالقطبي | 0 


القياس الموجب للزاوية 6 يعني دورانًا بعكس اتجاه عقارب الساعة بدءًا من المحور القطبي» في حين يعني القياس 
السالب دورانًا باتجاه عقارب الساعة» ولتمثيل النقطة 7 بالإحداثيات القطبيّة» فإن 8 تقع على ضلع الانتهاء للزاوية 8 


إذا كانت 7 موجبة. أما إذا كانت سالبة» فإن 7 تقع على نصف المستقيم المقابل (الامتداد) لضلع الانتهاء للزاوية 0 . 


تمثيل الاحداثيات القطبية 


مثّْل كل نقطة من النقاط الآنية فى المستوى القطبى: 

24)2,455 
بما أن "45 د48 فارمم ضلع الأنتهام ء للزاوية '45: بحيث يكون المحور 
القطبي هو ضلع الابتداء لهاء ولأن 2 > "» لذا عيّن نقطة 4 تبعُد وحدتين عن 
القطب على ضلع الانتهاء للزاوية '45» كما في الشكل المجاور. 


) 25 1 
بماأن كيك > 0, لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية كيك بحيث يكون المحور 
القطبى عن ضلع الابعداء لهاء ولآأن 7 سالبة» لذا مُدَّ ضلع الانتهاء في الاتجاه 


المقابل» وعيّن نقطة 8 تبعٌد 1.5 وحدة عن القطب على امتداد ضلع الانتهاء» 
كما فى الشكل المجاور. 


ممكامعنلط 6ه دأ دايا 


2021 - 3 


2 الفصل2 الاحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


003,-30 )© 


بما آن”30- - 0» لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية “30- » بحيث يكون المجوز 0 
المحور القطبي هو ضاع الابتداء لهاء ولأن 3 ح #» لذا عيّن نقطةً © تبعٌد 3 القطبي "| 300 
وحدات عن القطب على ضلع الانتهاء للزاوية» كما في الشكل المجاور. (307- ,903 5 
تجتق من ذيباء 
مثل كل نقطة من النقاط الآنية: 
7 3 51 
8 (1,5-)م 8 (2)2.5,240 01 ةهاع 


تُعيّن الإحداثيات القطبية في المستوى القطبي الذي يتخذ شكلًا دائريّاء كما تُعيّنُ الإحداثيات الديكارتية في المستوى 
الإحدائي الذي يتخذ شكلا مستطيلًا. 


تمثيل النقاط في المستوى القطبي 
مقّل كلا من النقاط الآنية فى المستوى القطبي: 
47 
م6 (جك,و)م 
ع. عوك : 2 1 .43 : 8 
بما ان -0. لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية 2 » بحيث يكون المحور 
القطبي هو ضاع الابتداء لهاء ولأن3 > 7» لذاعيّن نقطة2 تبعٌد3 وحدات 


6 (3.5,150-)0 
بماأن*150 -0. لذا ارسم ضلع الانتهاء للزاوية'150» بحيث يكون 
المحور القطبي ضلع الابتداء لهاء ولأن” سالبة» لذا مُدَّ ضلع الانتهاء 
للزاوية فى الاتجاه المقابل» وعيّن نقطةً 0) تبعد 3.5 وحدات عن 
القطب على امتداد ضلع الانتهاء للزاوية» كما في الشكل المجاور. 


00 
مل كلا من النقاط الآنية في المستوى القطبي: 
2 -,8)1.5 8 1350-,2-)5 


في نظام الإحداثيات الديكارتية كل نقطة يُعبَّر عنها بزوج وحيد من الإحداثيات (/3,1). إلا أن هذا لا ينطبق على نظام 
الإحداثيات القطبية؛ وذلك لأن قياس كل زاوية يُكتب بعدد لانهائى من الطرائق؛ وعليه فإن للنقطة (6 ,”) الإحداثيات 
3609 + 6 ,) أو (26 + 6 ,”) أيضًا كما هو مبيّن أدناه. 


يمكن تمثيل القطب بالنقطة 
(0 ,0): حيث 0 أي زاوية. 


(0 ,)2 ده 

(3607 - 6 ,)2 7 لال 

6 2000 
المحور القطبم 0/ *(6-360) زآأزقهة لخغليح 
١‏ أأمعنلع عه ومغكتصذالا 
3 - 2021 
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تمثيل المعادلات القطبية 
لتمثيل المعادلة القطبية 

2 > على الحاسبة البيانية 
ع11م11-125؛ اضغط 


على 1:!] أولا خم 59 و 
|5 3:إدخال/ تحرير الرسم البياني | 


وغيّر وضع الرسم إلى 
2201# !!. لاحض أن 


المتغيّر التابع تغيّر من 020 
إلى 27 والمتغيّر المستقل من 
د إلى 0 . مثَّل 2 -7. 


وكذلك لأن + مسافة متجهة» فإن (0 ,7) 
و1807 +6,)ء أو م +86,-) 
تمثل النقطة نفسهاء كما في الشكل المجاور. 


عده (0 ,)2 
1807 ع8 ,عام 


المحور القطبي 
*(180 -6) 
وبصورة عامة؛ إذا كان 7 عددًا صحيحًاء فإنه يمكن تمثيل النقطة (0 ,7) بالإحداثيات (3607*2 + 0 ,2) أو 

1(1807 + 2)+ 0 ,7-). وبالمثل» إذا كانت © مقيسة بالراديان» وكان 7 عددًا صحيحًاء فإنه يمكن تمثيل النقطة 
(© ,”) بالإحداثيات 2770 + 0 ,7) أو (1(7 + 2717) + 0 ,بك ) . 


إذا كانت ”360 > 6 > *360- » فأوجد أربعة أزواج مختلفة كل منها يمثل إحداثيين قطببين للنقطة 7 في الشكل 


90 
ال 0 ا 8 45 ْ135 
أحد الأزواج القطبية التي تمثّل النقطة '1 هو (*135 ,4). 
وفيما يأتي الأزواج الثلاثة الأخرى: 
5 01234 م180 
3609 - “135 ,4) - (1350 ,4) 2 اطرح:360 من6 
(2255- ,4) - 
: 315 :225 
1805 + ”135 ,4-) ع 1355 ,4) ضع 7- بدلا من 7» وأضف "180 إلى 60 ا 
4,3155-) - 
1809 - "135 ,4-) ح (*4,135) ١‏ ضع" بدلا من" واطرح “180 من 6 
455- ي4) - 
تَحفو من فهو أ 


أوجد ثلاثة أزواج مختلفة كل منها يمثل إحداثيين قطبيين للنقطة المعطاة. علما بأن: 
0 > 0 > *360- , أو 25 > 0 > 26- . 
7" 
سداس 


التمثيل البياني للمعادلات القطبية تُسمى المعادلة المعطاة بدلالة الإحداثيات القطبية معادلةٌ قطبيةٌ. فمثلًا : 

0 حنزة 2 ع 7 هي معادلة قطبية . التمثيل القطبي هو مجموعة كل النقاط ( )0 ,) التي تحقق قَق إحداثياتها المعادلة القطبية. 
لقد تعلمت سابقًا كيفية تمثيل المعادلات في نظام الإحداثيات الديكارتية (في المستوى الإحدائي). ويد تمثيل 
المعادلاات مثل 4 ح د » و ا - 7 أساسيًا في نظام الإحداثيات الديكارتية. وبالمثل فإن التمثيل البياني لمعادلات قطبية 
مثل ) ح 21 و 1[ ع 26 حيث ![! عددان حقيقيانء يُحَدُ أساسيًا في نظام الإحداثيات القطبية. 


)5, 2403 8 


التمثيل البياني للمعادلات القطبية 

مَثْل كل معادلة من المعادلات القطبية الآنية بيانيا: 

1-2 
مكزن حلول الجعادلة 29> من سميع القاط غلى الصورة (8/ ,2 
حيث 0 أي عدد حقيقي فمثلًا تعد النقاط (555 ,2) , 70 ,2) 1 2( 
حلولًا لها. 
يتكون التمثيل البياني من جميع النقاط التي تبعد 2 وحدة عن القطب. 
وعليه فإن المنحنى هو دائرة مركزها نقطة الأصل (القطب) . وطول 3 
نصف قطرها 2 كما في الشكل المجاور. 


111 
عل مو نوش لع 606 مأك دايا 
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0 0-3 
تتكوّن حلول المعادلة © لالس عر انقاة سيد اي 
عدد حقيقي مثل النقاط (© 5 -) ,ك5 ,4) , 2 ,1) ؛وعليه فإن 
التمثيل البياني عبارة عن جميع النقاط الواقعة على المستقيم الذي 
أ تحقق من فهمك 
مَل كل معادلة من المعادلات القطبية الآتية ب 
48 3-, 48) 0-5 


2 


يمكنٌ إيجاد المسافة بين نقطتين فى المستوى القطبى باستعمال الصيغة الآنية. 
المسافة بالصيغة القطبية 
تهيئة الحاسبة البيانيّة 


الم لبية: تأقد من ضيبظ مه العف 


الحاسبة البيانية على وضعية 


08 اا 2 2 
الدرجات, أو الراديان بحسب 6 ح ي0) وم ج277 - 5و7 + 1/15 ع وطرمم 


قياسات الزوايا المعطاة. 


سوف تبرهن هذه الصيغة في السؤال 56 


مثال 5 من وافع الحياة إيجاد المسافة باستعمال الصيغة القطبية 


حركة جوية: يتابع مراقبٌ الحركة الجوية طائرتين تطيران على الارتفاع نفسه. حيث إحداثيات موقعي 
الطائرتين هما (3457 ,8)6 , (310 ,4)5.» وتقاس المسافة المتجهة بالأميال. 
3) مثل هذا الموقف فى المستوى القطبى. 
تقع الطائرة 4 على بعد 5101 من القطبء وعلى ضلع الانتهاء لزاوية م 787 تند 
قياسها 4310 في حين تقع الطائرة 8 على بُعد 6523 من القطبء وعلى 00 577 
ضلع الانتهاء لزاوية قياسها “345 كما في الشكل المجاور. 
3 150 


04-3 
() إذا كانت تعليمات الطيران تتنطلب أن تكون المسافة بين الطائرنين ن أكثر من ) ا ,4)5< :210 
الع » فهل تخالف هاتان الطائ ثرتان هذه التعليمات؟ وَضح | إجابتك. 


باستعمال الصيغة القطبية للمسافة» فإن. 


لم 
2300 5 
270 240 


( اللربط مع الحياة 


لقد طوّرت ألمانيا جهاز رادار عام (,6 - م6) 5م» ج277 - 1 + 2 ح- كل المسافة بالصيغةالقطبية 


6 يستطيع رصد الطائرات ضمن 5 7 
ا عم كح 4 .- 310 - :345) وم» (2)5()6 - 62 + 1/52 - (3455 ,6) > (و0 ,رن , (5,310) ع (,0 نم) 


ن المسافة بين الطائرتين قحم 3.44 تقريبًا؛ وعليه فإنهما لا تخالفان تعليمات الطيران. 


قا تحقق من يمك 5 
5) قوارب: يرصّد رادار بحري حركة قاربين» إذا كانت إحدائيات موقعي القارييقٌ 5م82 : طة :8 : 
حيث 7 بالأميال. ع ا 
وزارة التعليح 
28 فمثل هذا الموقف في المستوى القطبي. 8) ما المسافة بين القاربين؟ مل 
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مثّل كل نقطة مما يأتي في المستوى القطبي. (المثالان 1,2) 


1)-2.5,3300( © 01,1209 0 


متهم 2 #تن» 
5) 609-,8)5 06 5 ,1-)م 
0 [عتلة_ 635 6 4س 


117-15, 1502 0 2/)0.5, 2702 9 


1) رماية: يتكون هدف فى منافسة للرماية من 10 دوائر متحدة المركز. 
ويتدرج عدد النقاط المكتسبة من 1 إلى 10 من الحلقة الدائرية 
الخارجية إلى الدائرة الداخلية على الترتيب. افترض أن راميًا يستعمل 
هدقًا نصف قطره تك 120» وأنه قد أطلق ثلاثة أسهم» فأصابت 
الهدف عند النقاط (2407 ,30) , (”315 ,82) , 45 ,114). إذا كان 
لجميع الحلقات الدائرية السمك نفسه» ويساوي طول نصف قطر 
الدائرة الداخلية. (المثالان 1,2) 


0 نقاط 1[ نقطة 


3) فمثّل النقاط التي أصابها الرّامي في المستوى القطبي. 
0) ما مجموع النقاط التي حصل عليها الرّامي؟ 


“3)_)_للغمضك الل كرض 


2) 1,1509) 05 2,30020-) 
م (دم 0 مم ندم 
16) علد 0 7) [كيك_ر5 86 
8) 303-,2) 9) (2405-,1-) 


مَثّْل كل معادلة من المعادلات القطبية الآنية بيانيا: (مثال 4) 
0 1.5 2م 21) 6-225 
22 -0 35) 3.5- 2م 
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24) القفز بالمظلات: فى مسابقة مركز الهدف المحدد 
لتحديد دقة موقع الهبوط: يحاول 
مظلي الوصول إلى «مركز الهدف 
المحدد»؛ ومركز الهدف عبارة عن 
دائرة حمراء طول قطرها 210. كما 
يشمل الهدف دائرتين طولا نصفي 
قطريهما 1020 و2022 . (مثال 4) 
3) اكتب 3 معادلات قطبية تمثّل حدود المناطق الغلاث 


©) مَثّْل هذه المعادلات في المستوى القطبي. 


حم 10 


للهدف. 


أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط فيما يأتي. (مثال 5) 
“دش 
)بم 
0 ”3155,)1,60- ,4) 


2) 2,3 -) ,ةع _) 


)2,3057,)5,12057( )5 
)6, 455(, )-3,300”7 )7 


1 


)-2,-302(,)8,21027 1 


١ 29 


6 2 
جد به) جكب 


)7,- 905, )- 4, - 33057 4 


)- 5,135, )-1, 2407 6 


7) مشاحون: آراة مشاع تحديد حذوة قطعة أرضى» ايعاد أئرا يكذ 
+223» بزاوية “45 إلى يسار المركز» وأثرًا آخر على بُعد ]6 418: 
بزاوية “67 إلى يمين المركزء كما فى الشكل أدناه» أوجد المسافة 
بين الأثرين. (مثال 5) 


8) مراقبة: تراقب آلة تصوير مثبتة منطقة جبلية تمدّل جزءًا من دائرة » 
وتُحدَّدُ بالمتباينتين 40 > 7 > 0 ,*150 > 0 > “60-, حيث 


” بالأمتار. 
8) مثُّل في المستوى القطبي المنطقة التي يمكن لآلة التصوير 
مراقبتها. © .وهة© 


0) أوجد مساحة المنطقة (مساحة القطاع الدائزي” تنناريم:* 5-5 


قياس زاوية القطاع بالدرجات 
ياس زاورٍ : ع ادر كا مساحة الدائرة). وزارة التعليحم 
360 دهن معنالءع عه بمأكاصاالطا 
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إذا كانت ”180 > © > 0» فأوجد زوجًا آخر من الإحدائيات القطبيّة لكل 
نقطة مما يأتى: 


)5,9607( )9 


42) 9200-,1.25) 
2172 
قم 8ك ,1-) 


)-6,-1460( 4 


5) مسرح: يلقي شاعر قصيدة في مسرح. ويمكنٌ وصف المسرح 
بمستوى قطبى» بحيث يقف الشاعر فى القطب باتجاه المحور 
القطبى. افترض أن الجمهور يجلس فى المنطقة المحددة 


بالمتباينتين 0 > : > 2,30 > 06 > ك2 - . حيث / بالأقدام. 


8 مثّل المنطقة التي يجلس بها الجمهور في المستوى القطبي. 


8) إذاكان كل شخص بحاجة إلى 5112 فكم مقعداً يتسع له 
المسرح؟ 


6) أمن: يضيء مصباح مراقبة مثبت على سطح أحد المنازل منطقة على 
5 : 5 5 7 5 
0 > 7 > تدء حيث ” بالأقدام. إذا كانت مساحة المنطقة 
2 314.16» كما هو مبين فى الشكل أدناه» فأوجد قيمة 2« . 


أوجد الإحدائي المجهول الذي يحقّق الشروط المعطاة في كل مما يأتي: 
7 4.174 - وطرط ,(758 ,) ح وط ,(355 ,3) - رط 

8 *180 > 6 > 4,0 ح وطرط , (0 ,2) ع روط , (5,1255) ح رط 
49) + > 6 > 5,0 - وطرط , [كيكٌ ,4) - رط ,(ة بك رم 


0 3.297 ح وطرط , ("160 ,4) ح و , (0,1202 ح رم 


51) أيه تمثيلات متعددة: فى هذه المسألة» سوف تستقصى العلاقة 
بين الإحداثيات القطبية والإحداثيات الديكارتية. 


3) بيانيًا: عيّن [,4)2 في المستوى القطبي» وارسم نظام 
الإحداثيات الديكارتية فوق المستوى القطبي بحيث تنطبق نقطة 
الأصل على القطب . والجزء الموجب من المحور 2 على 
المحور القطبي. وبالتالي سينطبق المحور / على المستقيم 8 
2 -. ارسم مثلثًا قائمًا بوصل 4 مع نقطة الأصلء وارسم منها 


عمودًا على المحور 3. 


0) عدديّاه احسب طولي ضلعي الزاوية القائمة باستعمال طول 
الوتر والمتطابقات المثلثية. 

©) بيانيًا: عيّن كك ,4 )8 على المستوى القطبي نفسه» وارسم 
مثلثًا قائمًا بوصل 8 مع نقطة الأصلء وارسم منها عمودًا على 
المحور ::» واحسب طولي ضلعي الزاوية القائمة. 


4) تحليليًاه كيف ترتبط أطوال أضلاع المثلث بالإحداثيات 
الديكارتية لكل نقطة؟ 


©) تحليليًاه اشرح العلاقة بين الإحداثيات القطبية (0 ,7)» 
والإحداثيات الديكارتية (/2,1) . 


اكتب المعادلة لكل تمثيل قطبي مما يأتي: 


حل لعنالع 6ه بومأكاصذالطا 
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مسائل مهارات التغكير العليا 


4 تبرير: وضّح لماذا لا يكون ترتيب النقاط في معادلة المسافة 
القطبية مهمّاء أو بعبارة أخرىء لماذا يمكنك اختيار أي نقطة لتكون 
ب2» والنقطة الأخرى لتكون و2؟ 


5 تحد: أوجد زوجًا مُرَتَبَا من الإحداثيات القطبية ؛ لتمثيل النقطة 
الي بحدانيانها الديكاريا (قك روك ). 


هى ((0 - ي0) 205 و2777 - 0 + 10 و2 10 


(إرشاد: استعمل قانون جيوب التمام). 
7) تبرير: وضح ماذا يحدث لمعادلة المسافة المعطاة بالصيغة 


القطبية عندما يكون 22 - ,6 - ,0 . فسّر هذا التغيّر. 


8) اكتشف الخطأ: قام كل من سعيد وعلي بتمثيل النقطة (*45 , 5) 
فى المستوى القطبى كما هو مبيّن أدناه. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ 


بَرّر إجابتك. 
سعيد 55 
5 5 
: هه 
المحور ا لقطبي 0 المحور ا لقطبي 9 


9) اكتب: خمن سبب عدم كفاية الإحداثيات القطبية لتحديد موقع 


طائرة بشكل دقيق. 


أوجد حاصل الضرب الداخلي للمتجهين 11,7 في كل مما يأتي؛ ثم حدّد 


ما إذا كان 11,7 متعامدين أولا: (الدرس 1-5) 

0) (5,1,7-) -4,10,1(,8) - 1ن 

1 (9,8- ,4-) - 7 ,(2 ,4 ,5-) - ن 

2) (6,0- ,4) ح ب ,(3,12- ,8-) ح 1ن 

إذا كان (5 ,6- ,3) > » , (1 ,5 ,2) ح ط , (2- ,3 ,4-) - 2 . فأوجد 
كلا مما يأتي: (الدرس 1-4) 


53) ع8 + 26 + 30 
4) ع5 - 4 + ج2- 
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أوجد الزاوية © بين المتجهين 11,77 لكل مما يأتي: (الدرس 1-5) 
65) (8-,2,6) -5(,0 ,3- 4) - نا 

6) >111 - [6 +51 - موي71 + [4 -21 - نا 

7) (6,9-,7) -5(,9 ,1 ,1-) - نا 

أوجد إحداثيات مركز وطول نصف قطر كل من الدوائر الآتية: 
(مهارة سابقة) 

8) 12-9 -ن) + 2ج 

9) 16 - 2ن + 1(2 + ) 


0 1 2ن + 2ع 


1) أي المتجهات الآنية يمثل 15: حيث إن نقطة البداية (3 ,5-)2 » 
ونقطة النهاية (7- , 5)2؟ 
8 (10-,7) 
8 (3,10-) 


© (7,10-) 
ه (10-,3-) 


2) يستطيع رشاش ماء رش منطقة على شكل قطاع دائري يمكن 
تحديدها بالمتباينتين 20 > 7 > 0 ,*210 > 0 > *2-30 
حيث 7 بالأقدام. ما المساحة التقريبية لهذه المنطقة؟ 


60 ,120 
30 م150 
00 
5 1 1 : 
3 حصا 160 
م330 210 
م 82142 © 85282 
8 838142 0 86682 


© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

هن فعنالءع غ06 بمأكاصأالطا 
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رابط الدرس الرقمي 


الصورة القطبية والصورة الديكارتية للمعادلات 
5نال] أ كصرمط 31اناعصمقاعع5 لمة عوامط 
00 لملاذا إ؟ 
درست تمثيل النقاط وبعضص ل ل 10 
المعادلاتالقطبية. يبعث مجّس مُثبت إلى رجل آلي أمواجًا فوق صوتية على شكل دوائر كاملة» وعندما 
(البرس 2-1 تصطدم الأمواج بجسم.ء فإِنَّ المجس يستقبل إشارة» ويقوم بحساب بُعد الجسم عن 
55 مقدمة الرجل الآلي بدلالة المسافة المتجهة 7» والزاوية المتجهة 6 . ويوصل المجس 
روا لف هذه الإحداثيات القطبية إلى الرّجل الآلي الذي يحولها إلى الإحداثيات الديكارتية؛ 
* أحول بين الإحداثيات تمكن من تعييا خريطة داخلية. 
اج لجا ليتمكن من تعيينها على خريطة داخلي 
2 أحوَلُ المعادلات من 
الصورة القطبية إلى الاإحداثيات القطبية والديكارتية يمكن كتابة إحداثيات النقطة (/72):,1 
الت الواقعة على دائرة الوحدة» والمقابلة لزاوية 6 على الصورة (© ذه ,6 5مع)2؛ لأن 
و . 
لاح دوه 5 5 
اح - ل - 0 رزو 5 1ح + - خ - 0 ومم0 


٠‏ فإذا كان طول نصف قطر دائرة عددًا حقيقيًا 7 بدلا من 1» فإنه يمكننا كتابة النقطة 
(/2)3:,1 بدلالة © ,” على النحو الآتي: 


لت : ذا- 
بك ع 0 لله 5 ع 0 ومه0 


اضرب في 7 /1 ح 0 خنزه 1 7 <ح- 6 وم 1 

وإذا نظرنا للمستوى الديكارتي على أنه مستوى قطبيء ب بحيث ينطبق المحور القطبي على الجزء الموجب من 
المحور 2» والة لقطب على نقطة الأصل» فإنه يصبح لدينا وسيلة لتحويل الإحدائيات القطبية إلى الإحداثيّات 
الديكارتية. 


تحويل الاحداثيات القطبية إلى الاحداثيات الديكارتية 


إذا كان للنقطة 1 الإحداثيات القطبية ( 0 ,1)»: فإن الإحداثيات 500 

5959 9 211 
الديكارتية (/1 ,3) للنقطة (1 هي: (0 ,20 
1-86 ٍ 98 2-7 1 


أي أن (6 صنو / ,6 5وم» ») ع (1 ,2) . المحور القطبي 


ا 1 7 وزارة التعليح 
أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة 2 هي (2 ,21/3) أو (2 ,3.46) تقريبًا كما في الشكل:أصلاهبااع ه يماداناالا 
١ ١‏ 3 - 2021 
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60 


تحويل الاإحداثيات 
إنالعملية المتبعة لتحويل 


الإحداثيات الديكارتية إلى 


الإحداثيات القطبية هي 
ذاثها العملية المتبعة في 


إيجاد طول المتجه واتجاهه. 


0) *2,135-)0 
بما أن إحداثيات النقطة (2,1357 -) ع (© ,”)» فإن “135 <2,0- - 7 


0 5م» 7 دعر صيغ التحويل 6 صذة , - 1 
“135 05 2-- "1135 -2,604--7 “135 طذه 02- - 
5 1 - 5 5 نات ذاو 5 


أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة 0 هي (1/2- , )١/2‏ أو (1.41- ,1.41) 
تقريبًا كما في الشكل أعلاه. 


©) *120- ,1703 
بما أن إحداثيات النقطة (1207- ,3) ح (©6 ,/)» فإن "120 ح 6 ,3 -/ 


0 05> ع دن صيغ التحويل 0 صزه + - رن 
1209- وم») 3  -‏ 1200--3,0-م 1209-) صذة 3 - 
)ام /52 ا 5 
لسك جامد مله 5ك -(8لا-أه- 


أي أن الإحداثيات الديكارتية للنقطة 17 هي 2 حدر 5 أو (2.6- ,1.5-) تقريبًا كما فى الشكل أعلاه. 


2 
3 حقو من ذ |> 
حول الإحداثيات القطبية إلى إحدائيات ديكارتية» لكل نقطة مما يأتي: 
48 (1207-,6-)1 008 55,5 ©1) (3,450-)1 


ولكتابة زوج الإحداثيات الديكارتية بالصيغة القطبية» فإنك بحاجة إلى إيجاد المسافة المتجهة 7 من النقطة (/1 ,3) إلى 
نقطة الأصل أو القطب. و قياس الزاوية المتجهة التي يصنعها 7 مع الجزء الموجب من المحور :* أو المحور القطبيّ. 
استعمل نظرية فيثاغورس؛ لإيجاد المسافة 7 من النقطة (/3:,1) إلى نقطة الأصل. الكت 

2 + 62 ح 72 نظرية فيثاغورس 
2ن د 2:2/ -.2 حُد الجر التربيعي الموجب للطرفين 
ترتبط الزاوية 6 بكل من /1, من خلال دالة الظل» ولإيجاد الزاوية ©: 


- هما تعريف الظل 


حمق - 60 دالة معكوس الظل 


تذكّر أن الدالة العكسيّة للظل معرّفة فقط على الفترة 5 ب -) أو (*90*,90-) في نظام الإحداثيات الديكارتية. 
وتُعطى قيم © الواقعة في الربع الأول أو الرابع» أي عندما تكون 0 < :د كما في الشكل 2.2.1 . وإذا كانت 0 > 6دء 
فإن الزاوية تقع في الربع الثاني أو الثالث» لذا عليك إضافة 7 أو ”180 (طول الدورة للدالة 212ه؛ > /1) إلى قياس 
الزاوية المعطاة بالدالة العكسيّة للظل كما فى الشكل 2.2.2 . 


1 وزارة التعليح 


ات 7 : 11 عام ده 11 __ م لهاع معن لععه يعأكتصنالط 
15 ص1 - 6 عندما 0 < « > + 22 1 صقا - 0 أو "180 + 2 7 صو1 - 0 عندمة (آي؟ +2021 
الشكل 2.2.1 الشكل 2.2.2 


الفصل 2 الإحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


تحويل الاحداثيات الديكارتية إلى الاحداثيات القطبية 


20,60( 
1201) 


إذا كان للنقطة 7 الإحداثيات الديكارتية (/1 ,2) » فإنالإحداثيات 
القطبية للنقطة 1 هي (0 ,1) حيث: 


2ن + 2ع]١‏ دم 2 1م - 6: عندما 0 < : 


وعندما 0 > تدفإن: 


0 000 -60 
أو "180 + كك 1-هها - 6. 


وعندما 0 ح ند فإن: 2 ع 0 ,/ ح /إذا كانت 0 < ل[ 


أو كد - ح 0 ,نح / إذا كانت 0 > لا 


تذكّر أن هناك عددًا لانهائيًا من أزواج الإحداثيات القطبية للنقطة» والتحويل من الإحداثيات الديكارتية إلى 
الإحداثيات القطبية يعطى أحدها. 


تحويل الاحداثيات الديكارتية إلى الاحداثيات القطبيّة 


أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمّل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة بالإحدائيّات الديكارتيّة في كلّ مما يأني: 


6 (ق/ت ,5)1 
بما أن إحداثيات النقطة (1/3 - ,1) ح (/1,)» فإن 1/3- ح 1,1 ح 2د. 
ولأن 0 < *ء لذا استعمل الصيغة ب 1- م1 0 ؛ لإيجاد الزاوية 4 . 


2ن + 2ير/ة١‏ حار صيغ التحويل “مم - 6 
2 ) + 1/12 - 3لحد د و1 يع لخت و1 ب 


آي أن - 2] زوج من الإحداثيات القطبية للنقطة 5. 
ويمكن إيجاد زوج آخر باستعمال قيمة موجبة ل0 » وذلك بإضافة )27 . 
فيكون [25 + 5 - ,2) أو | كلك ,2). كما في الشكل المجاور. 
) (3,6-)1 
بما أن إحداثيات النقطة (6 ,3-) ع (/1,*)» فإن 6 -3,1- ح 12 


ولأن0 > :د لذا استعمل الصيغة "180 + 12م" 09 ؛ لإيجاد الزاوية6 
2ن + 2و/؟ - مر صيغ التحويل 0 + د امه - 6 
2 + 3(2-)/1 - 3د جر 26 10 | -) مم1 55 
1 هه 1/45 - لط “117 به “180 + (2-)1 2و1 - 


أي أن (6.71,117) تقريبًا هو زوج من الإحداثيات القطبية للنقطة '1'» ويمكن 
1807 + ”117 ,6.71 -) أو (*297 ,6.71 -)» كما في الشكل المجاور. 
أ تحقق من فهمك 
أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 


بالإحدائيّات الديكارتيّة في كل مما يأتي: 


دهن معنالع ع0 بمأكاصذالطا 


2 (10, 178 28) (4 , 9-)للا 43 - 2021 
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في بعض ظواهر الحياة الطبيعية» قد يكون من المفيد أن تحوّل بين الإحداثيات القطبية والإحداثيات الديكارتية. 


م مثال 5 من واقع الحياة التحويل بين الإحداثيات 
رجل آلي: بالرجوع إلى فقرة «لماذا؟»» افترض أن الرّجل الآلي متجه إلى الشرق, وأن المِجسٌ قد رَصَدٌ جسمًا 


عند النقطة (2957 ,5) . 
3) ما الإحداثيات الديكارتية التي يحتاج الرجل الآلي إلى حسابها؟ 


0 5م 7 دعر صيغ التحويل 0 صذة + - 1 
“295 205 5 ح- “295 - 5,0 عم ”295 طلذة 5 ح- 
الربط مع االجياة 
95 25 1 ب فقظ 3-- بح 
صممت وكالة ناسا رجلا آليّا وزنه 55 
0 باوند؛ وطوله 1216؛ وطول أي أن الإحداثيات الديكارتية لموقع الجسم هي (4.53 - , 2.11) تقريبًا. 
ذراعه 116 11؛ لأداء بعض المهام في 8 1 3 75 100 ا 2 1 590 000 
لقره العاريي, 6( إذا كان موقع جسم رُصد سابقا عند النقطة التي إحداثياتها (3,7) » فما المسافة وقياس الزاوية بين الجسم 
والرجل الآلى؟ 
2ن + شيو/؟ - مر صيغ التحويل “مد - 6 
2س 5/32 - 7-<3,1 عع مو - 
2 ب بِسُط “66.8 بح 
الإحداثيات القطبية لموقع الجسم هي 66.87 ,7.62) تقريبًا؛ أي أن المسافة بين الجسم والرجل الآلي 27.62 
وقياس الزاوية بينهما "66.8 
تلحقق ون رياه 
3) صيد الأسماك: يستعمل جهاز رصد؛ لتحديد موقع وجود الأسماك تحت الماء. افترض أن قاريبًا يتجه إلى 
الشرق» وأن جهاز الرصد قد رصد سريًا من الأسماك عند النقطة (1257 ,6). 
8) ما الإحداثيات الديكارتية لموقع سرب الأسماك؟ 
68 إذا كان موقع سرب الأسماك قد رُصد سابقًا عند النقطة التي إحداثياتها الديكارتية (6 ,2 -)» فما 
الإحداثيات القطبية لموقع السرب؟ 
المعادلات القطبية والديكارتية قد تحتاج في دراستك المستقبلية إلى تحويل المعادلة من الصورة الديكارتية 
إلى الصورة القطبية والعكس؛ وذلك لتسهيل بعض الحسابات. فبعض المعادلات الديكارتية المعقّدة صورتها القطبية 
أسهل كثيرًا. لاحظ معادلة الدائرة على الصورة الديكارتية والقطبية كما فى الشكل أدناه. 
المعادلة على الصورة الديكارتية المعادلة على الصورة القطبية 
72-9 +22 7-3 
وشكل بالل فإن يعكى البعادللات الفط المعدة سورعيا الدكارعة أسيل كيداء 
ا 6 - 1 7 
فالمعادلة القطبية ص جح سج - / صورتها الديكارتية هي 6 - 31 - :21 06 0 
0 6. 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع ع0 بمأكاصأالطا 
3 - 2021 
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المتطابقات المثلثية 
من المفيد أن تراجع 


المتطابقات المثلثية التي 
تعلمتها سابقًا؛ لمساعدتك 
على تبسيط الصورة القطبية 
للمعادلات الديكارتيّة. 


إن عملية تحويل المعادلة من الصورة الديكارتية إلى الصورة القطبية عملية مباشرة؛ إذ نعوض عن 12ب 0 205 01 
وعن /1 ب0 511 7» ثم نبسّط المعادلة الناتجة باستعمال الطرق الجبرية والمتطابقات المثلثية. 


تحويل المعادلات الديكارتية إلى المعادلات القطبية 


اكب كل معادلة مما يق على الضصورة الفط هه 
2-16ن + 42 -م) 
لإيجاد الصورة القطبيّة للمعادلة» عوض عن 7 ب 6 5 7 وعن 1 ب 0 5152 7. ثم بَسّط المعادلة. 


6 - 2ن + 42 - ن) المعادلة الأصلية 
66 ح 0(7 صنو ») + 42 - 6 وم /) 0 سه + ع ن, 0 وم ع ير 
ا حافت :2 2 ! 
6 ح 6 “طزو “7 + 16 + 0 وم 87 - 0 كوم 17 أضوت 
0 2م 2 2 ' 7 
0 ع 6 خصيزو “7 + 6 وم 87 - 0 كوم 175 اطرح 16 من الطرفين 
8 286 2 206 2 5 58 5 
05 87 ع # خطزو “7 + © كوم 14 ضع الحدود المربعة في طرف واحد 
0 2ة 2 5 5 
6 وم /8 ع (©0 كمصمزو + 0 “وم») عر حللن 
6م /8 ح (1) 12 متظائقة فيقاغووس 
0 5م 8 عر اقسم الطرفين على +1 حيث 0 + 1 
6 2د رو 
00 المعادلة الأصلية 
2 وم ”) ح 0 نزو 1 0 هذه ؟ -ن,0 وم + حدر 
0 “وم 72 ح © جززة 1 اشيرت 
#طته 8 2 
90 اقسم الطرفين على 0 “05»© 1 
6 *وم» 
-_ 1 1 6 اده 1_ 6صنذة ‏ 6صنزد 
#6 5م © وم 6ق '  >058‏ 28و 
6-7 »مهو 6 لها المتطايعات التسبية ومتطابعات المقلوب 


ا تحقق من هيمك 
اكتب كل معادلة مها يأ غلى الصورة القطرية: 
48 32-9 -) +2عر 


48) 172-1- قي 


غدل فعريل النعادلة القطية إلى معاد ل وتعارتة لسك ماش لامكل عملية العو يل من المعاذلة الديكارقية إلى 
المعادلة القطبية» ففي التحويل الثاني تلزمنا جميع العلاقات الآتية: 


©8 .وهة© 

©هى*. .*ىيووةه© 

84 صذة ” - زر 0 وم ,ع مدر - 0 مهار تر + قر د تمرة 1 
وزارة التعليح 
هن معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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طريقة بديلة 
اسستد[ج ,2) و( .4 
تقعان على المستقيم*” - 6 


والإحداثيات الديكارتية لهما 
(0/3,1) و (2 ,20/3) : 
فتكون معادلة المستقيم المار 


تحويل المعادلات القطبية إلى المعادلات الديكارتية 


اكتب كل معادلة قطبيّة مما يأتى على الصورة الديكارتية. 


عت 
[6 0 6 
0-3 المعادلةالأصلية 
8 - م مما خن 1313 الطرفين 
3 27 1 
2-6 + - 0 مها 
1/3 
ا اضرب الطرفين في :د 
) 7ع 
7-7 المعادلةالأصلية 
2-9 ربّع الطرفين 


9 - 2ن + قير 2ن + شير ح 2 


©) 6مزو 5- ع / 


#0 صذه 5- حر المعادئة الأصلية 

مذو 57- ح 2,/ اضرب الطرفين في 1 
عدت 2 2 0 صنو + ع ن, 2ن + 2ع -2/ 
الإوح ح >1 د حر مذو + - 1 “1 - 


0 ع ررك + شن + شعن أضف /51 إلى الطرفين 


اكت كل معادلة قطبيّة مما يأتى على الصورة الديكارتية: 


8 7-2-3 8 0-25 ©5) 0 5م 3 -/ 
© .وه© 
© وى*. .*ث.ووهة 
2.8 *.ل*.*ر .مه 
وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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تدر حك اقيق00 00 


حول الإحداثيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية لكل نقطة مما يأتي: 


رمثال 1) 

0 (,2) © 22 
6 2409 ,5) 4 2.5,2500) 
6 ,ا 6 709-,13-) 
6 د 8 2,2703-) 
09 4,2109) 0 5-6 


أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 


بالإحدائيّات الديكارتيّة في كل ممايأتي: (مثال 2) 


)-13,4 )12 )7,10( )11 
)4, -12( 4 )-6,-12( )13 
)0,-173( 6 )2,-3( )15 
)-14,14 )8 )1,3( )7 
)3,-4 )0 )52,-31( 9 
)2,1/2( )2 )1,-1( )1 


3) مسافات: إذا كانت مدرسة نواف تبعد 1.5103 عن منزله» وتصنع 
زاوية مقدارها "53 شمال الشرق كما فى الشكل أدناه» فأجب عن 
الفرعين ط ,3. (مثال 3) 


6 إذا سلك نواف طريقًا للشرق ثم للشمال؛ كي يصل إلى 
المدرسة؛ فكم ميلا يتتحرك في كل اتجاه؟ 

) إذا كان الملعب على بعد 2203 غريبًاء و 0.5203 جنوباء ومنزل 
نواف يمثّل القطب. فما إحداثيات موقع الملعب على الصورة 
القطبية؟ 


اكنب كل معادلة عماايآى على الصورةالقطبية: 


(مثال 4) 

4) عير 5) 25 - 2ن + 5(2 + م) 
6) 3 درن 7) 25م 

8) 4 - 2ن + 22 -م) 9) 3(2-9 سد ن) شمر 
0 «3/ة - 1 1 12-1 +/) + 2ع 


اكتب كلّ معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية: (مثال 5) 
22) #6 طنزة 3 -/ 3 حدم 

54) 7-10 5) #6 وم 4 -ر 

6 4 -ح 6 حتها 7) # عي 8 -ر 

8 4--م 59) 7- ح 66م 

40) 35 -و 1 6 عهه -ر/ 


2) زلازل: تُتمدَّج حركة أمواج الزلازل بالمعادلة 0 هذه 12.6 -ح 7 
حيث ” مقاسه بالأميال. اكتب معادلة أمواج الزلازل على الصورة 
الديكارتية. (مثال 5) 


اكتب كل معادلة قطبيّة مما يأتي على الصورة الديكارتية: 
03) لحسلصادة 

44) كك + م)عى 10د, 

45) [60-3)عم3-, 

46) إكلة ‏ م|موو 2 دم 

47) [عك -0|عهو4 -, 


66 صنو5 + 6 05 5 _ 


1 
#عصنة -ة وى 


48) 
كلم ذه 72ت 

49) 1 + 0) هله 2 - , 
كلذ - 

0) [0+3) و4 دم 

اكتب كل معادلة مما يآتى غلى الضورة القطية: 

61 - 317 - 4 1 

2 12 -ن51 + 212 


3) 100 - 8(2 - ,)+ 6(2-ئ) 


4) 222-13 /) +3(2 + م) 


© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
© ©. "*ى*ى ٠",‏ .مه 
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55 


)6 


)7 


66 


جولف: فى أحد ملاعب الجولف, يحيط بثقب الهدف منطقة 
خضراء محاطة بمنطقة رملية» كما فى الشكل أدناه. أوجد مساحة 


المنطقة الرملية على فرض أن الثقب يمثّل القطب لكلتا المعادلتين» 


وأن المسافات تُقاس بوحدة الياردة. 


0 صنو 2 + 6 وم 6 ع ر 


| 39> ,2 - 6 - تر دق | 
عجلة دوّارة: إذا كانت إحداثيات أدنى نقطة فى عجلة دوّارة 
(0 ,0)» وأعلى نقطة فيها (20 ,0). 
3) فاكتب معادلة العجلة الدوّارة 


الموضحة بالشكل المجاور 
على الصورة الديكارتية. 


0) اكتب المعادلة في الفرع 2 
بالصيغة القطبية. 


و تمثيلات متعددة : فى هذه المسألة سوف تكتشف العلاقة بين 


الأعداد المركبة والإحداثيات القطبية. 

8) بيانيّاه يمكن تمثيل العدد المركب #4 + 4 فى المستوى 
الديكارتى بالنقطة (2 ,4). مَثل العدد المركب 84 + 6 فى 
المستوى الديكارتي. 

) عدديّاه أوجد الإحداثيات القطبية للعدد المركب باستعمال 
الإحداثيات الديكارتية التي أوجدتها في الفرع 2 . 


©) بيانيّاه عزّز إجابتك في الفرع ط بتمثيل الإحداثيات القطبية في 


المستوى القطبي. 

4) بيانيّاه مَدْلٍ بيانيًا العدد المركب 34 + 3- فى المستوى 
الديكارتي. 

©) بيانيّاه أوجد الإحداثيات القطبية للعدد المركب باستعمال 
الإحداثيات الديكارتية التي أوجدتها في الفرع 4. ومثل 
الإحداثيات القطبية فى المستوى القطبى. 

) تحليليًا أوجد العبارات الجبرية التي تبيّن كيفية كتابة العدد 
المركب 781 + 4 بالإحداثيات القطبية. 


الفصل 2 الاحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


مسائل مهارات التفكير العليا 


8) اكتشف الخطأ: يحاول كل من باسل وتوفيق كتابة المعادلة القطبية 
0 حنذه ح 7 على الصورة الديكارتية» فيعتقد توفيق أن الحل هو 
1121 ا 4 ك1 
-- (3-ما+ د في حين يعتقد باسل أن الحل هو 


مله - 1. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر إجابتك. 


9) تحد: اكتب معادلة الدائرة6 5م» 24 > ” بالصورة الديكارتية» 
وأوجد مركزها وطول نصف قطرها. 

0) اكتب: اكتب تخميئًا يبيّن متى يكون تمثيل المعادلة على الصورة 
القطبيّة أسهل من تمثيلها على الصورة الديكارتية» ومتى يكون 
العكس صحيحًا. 


31) برهان: استعمل 6 ذه 7 - 60,1 05 7 - 2؛ لإثبات أن 


0 عي 1 ع 0,1 »56 2 ع 1 . حيث 0 #2 8 5م ,0 2و 0 للزة. 


2) تحدًه اكتب المعادلة: 


ح (6 مو 65 + © وم م8-), + (0 مذو 3 + 0 2و0 12)4 
2 - 442 - 12 


على الصورة الديكارتية. (إرشاد: فك الأقواس قبل تعويض قيم 272 
*. تمثل المعادلة الديكارتية قطعًا مخروطيًا). 


مَل كل نقطة مما يأني في المستوى القطبي. (الدرس 2-1) 
63) 459 ,2-) ل 
4) (1,31557) مآ 


65) كك _ ,1-)ه 


أوجد الزاوية بين المتجهين 11,7 فى كل مما يأتى: (الدرس 1-3) 
6) (7- ,5-) ع بور (4- ,6) ح نا 


7) (9,6-) وى ,(2,3) دن 


© .وهة© 
©#©6ى. * ث.وهةه» 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 
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8) طائرات: تتكون مروحة طائرة من 5 ريشء المسافة بين أطرافها | تدريب على اختبار. «(3ة 
75 أي من النقاط الآتية يعد تمثيلًا آخر للنقطة ( 576 ,2-) في المستوى 
القطبى؟ 
0 
0 
1172- 


6 إذا كان (3 ,7-) - 8« ,(4 - ,5) - هدء فأيٌّ مما يأتي يمثل عل 
6 كانه ا ترا اي لمعه الشقرة اربع المسعرر القطبي 3 حيث 2111 - 2 ح ع1 ؟ 
فاكتب زوجًا يمثل الإحداثيات القطبية لطرف كل شفرة» بفرض 


1 (17,11- 
أن مركز المروحة ينطبق على القطب. ّْ ْ 
: 1:1 (5- ,17 
) ما المسافة 4 بين رأسى شفرتين متتاليتين؟ 
١‏ © (11-,17) 
حل كلا من المعادلات الآنية باستعمال القانون العام. (مهارة سابقة) ه (17,5-) 


1--ع2-7 
دم 7) ما الصورة القطبية للمعادلة 4 - 2(2 - ,) + 2بر؟ 


0 0 -4 +دع2 + شير 


8 9 حرزة حر 
1 0 -15 + 2و + 1222 8 6 مزه 2 -/ 
8 © 6 طذه 4 ح- ر 

أوجد طول القطعة المستقيمة التى تصل بين النقطتين فى كل مما يأتى. 
وأوجد إحداثيات نقطة منتصفها: (الدرس 1-4) 0 6ملو8 - م 


(4,2-,1-) د ن,(2- ,1-,6) عد نى؟ 
53) (9,6,0) ,(8 ,2 ,4-) 

(10,10,25-) 
04 (11- بآ 2 5 1 ,7( 

)-10,-10,25( 8 


)-10,-10,-25( © 


ه (25-,10,10-) 


© .وه© 
©#ه6.ى * ووه 
©#©. *ى .6ه 
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درست إجراء العمليات 
الحسابية على الأعداد 
المركبة. (مهارة سابقة) 


ولا رن ره 

- حون ا لاغ الشركة عن 
الصورة الديكارتية إلى 
الصورة القطبية والعكس. 

* أجِدٌ حاصلّ ضرب الأعداد 
المركبة وقسمتهاء وأجِدُ 
جدورها وقواها في الصورة 
القطبية. 


(االمفرردااات: 


المستوى المركب 

30ام عع ام مم 

المحور الحقيقي 

أله ادع 

المحور التخيلي 

103810311 5 

القيمة المطلقة لعدد مركب 
“«16م 7م 3 ]0 عناأهنا عأنااموطة 
نام 

الصورة القطبية 

مه 0131م 

الصورة المثلثية 

0110 ع تناع مم ممع انا 
المقياس 

ونا أنال10] 

السعة 

]لاع 31 

الجذور النونية للعدد واحد 
/إأتمنا أ0 كأمه؟ لأ 


رابط الدرس الرقمي 


الأعداد المركبة ونظرية ديموافر 


ممعمعط1! كع]/از10/لا عما لمة كتعطصنلةا عاعام دوه 


الملاد:ا زه 

يستعمل مهندسو الكهرباء الأعداد المركبة لوصف بعض 
العلاقات فى الكهرباء. فالكميات: فرق الجهد1» والمعاوقة 
2 وشدة التيار 1 ترتبط بالعلاقة 2 1٠‏ - 1» التي تستعمل 
لوصف تيار متردد. ويمكن كتابة كل متغير على صورة عدد 
مركب على الصورة [8 + 4» حيث [ العدد التخيلي (ويستعمل 
المهندسون حتى لا يختلط الرمز مع رمز شلة التيار 1). 
(إرشاد: استعملت كلمة المعاوقة بدلا من كلمة المقاومة؛ 
لآن مجموعة الأعداد المستخدمة هنا هى مجموعة الأعداد 
المركبة» حيث تستعمل كلمة المقاومة فى مجموعة الأعداد الحقيقية). 


الصورة القطبية للأعداد المركبة الجزء الحقيقى للعدد المركب المُعطى على 
الصورة الديكارتية 88 + 4» هو 4 والجزء التخيلي 84 . ويمكنك تمثيل العدد المركب 
على المستوى المركب بالنقطة (8 ,). كما هو الحال في المستوى الإحداثي, فإننا 
نحتاج إلى محورين لتمثيل العدد المركب؛ ويُعيّنُ الجزء ء الحقيقي على محور أفقي 

يُسمّى المحور الحقيقي ويرمز له بالرمز *1» في حين يُعيّنُ الجزء التخيلي على محور2 (5) الحقيقي 
رأسي بُسمّى 191881 ويرمز له بالرمز ة . 


(7) التخيلي 


7 المستوى المركب 
في العدد المركب 01 + 4 (لاحظ أن 0 > 8). يكون الناتج عددًا حقيقيًا يمكن تمثيله 


على خط الأعداد أو على المحور الحقيقي. وعندما 0 © 8» فإننا سنحتاج إلى المحور التخيلي لتمثيل الجزء التتخيلي. 


(7) التخيلي 


(7) التخيلي 


تذكّر أن القيمة المطلقة لعدد حقيقى هى المسافة بين ذلك العدد والصفر على خط الأعدادء وبالمثل» فإن 
القيمة المطلقة لعدد مركب هي المسافة بين العدد والصفر في المستوى المركب . وعند تمثيل العدد 54 + 4 في 
المستوى المركب. فإنه بالإمكان حساب بُعده عن الصفر باستعمال نظرية فيثاغورس. 


القيمة المطلقة لعدد مركب 


القيمة المطلقة للعدد المركب 61 + 4 - 2 هي: 


2 + 2ولن؛ ح :م + مز ح إء| 


2021 - 1023 
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تمثيل الأعداد المركبة وإيجاد قيمها المطلقة 


مدل كا صن ساياتي فى السكوى الث كيو و اوجن توف ةالبظلقة: 
31 +4 - ع 0 2-2--2ج 
(4,3) - (ط,ه) (1-,2-) - (ط,ه) 


 |2| > 1/42 + 2‏ تعريف القيمة المطلقة 2 + 1/42 > |2| تعريف القيمة المطلقة 
لو تواذك 2 #واحورودة 2 +22-/1 2 مادم مادم 
5- 1/25 - نظ 4 بد 5/ة - بسّط 

القيمة المطلقة للعدد 34 + 4 تساوي 5. القيمة المطلقة للعدد 1 - 2- تساوي 2.24 تقريبًا. 


أ تحقق من فهمك 
مَثل كل عدد مما يأتى فى المستوى المركبء وأوجد قيمته المطلقة: 
8) 21 + 5 8 /4 + 3- 


كما كُتبت الإحداثيات الديكارتية (/1 ,:ه) على صورة إحداثيات قطبية» فإنه يمكن كتابة 0 200 
الإحداثيات الديكارتية (5 ,4) التى تمثل عددًا مركبًا فى المستوى المركب على الصورة القطبية. 

الصورة القطبية : 1 00 ا ١‏ 0 0 

دمب عدين الخط بيرق وتطبق الدوال المثلثية نفسها التي استعملت في إيجاد قيم /1 ,3 لإيجاد قيم 5 ,4. 

الصورة القطبية للعدد 4 6 وم 7 3 6 ناه 

المدركب والإجداكيات 6- 56و70 - 6#طزة 7 اضرب كل طرف فى 7 


القطبية للعدد المركب. 


فالصورة القطبية لعدد وبتعويض التمثيلات القطبية لكل من 4» تا» يمكننا إيجاد الصورة القطبية أو الصورة المثلثية لعدد مركب. 
مركب هي طريقة أخرى 

لكتابة العدد المركب. وسوف 
نناقش الإحداثيات القطبية 6(1 صذو ”/) + 6 وم , ح 0 5م» : ع مع 0 هزو /  -‏ 
للعدد المركب لاحمًا في هذا 


1 + 4 ح ب العددالمركبالأصلي 


(© صنو 1 + 6 ومع)/7 - حذ العافل المشثرف 
الدرسن. 


في حالة العدد المركب» فإن + تمثل القيمة المطلقة أو المقيَاس للعدد المركب» ويمكن إيجادها باستعمال الإجراء 
نفسه الذي استعملته لإيجاد القيمة المطلقة 52 + 1/42 > || - . تُسمَّى الزاوية 0 سعة العدد المركب. وبالمثل 

لإيجاد 6 من الإحداثيات الديكارتية (/3,1)» فإنه عند استعمال الأعداد المركبة يكون 
!صق - 6 عندما 0 < م أو + 2 1حصعة - 6 عندما 0 > 4. 
الصورة القطبية لعدد مركب 


السعة: 
كما في الإحداثيات القطبية ؛ 


الصورةالقطبية أو المثلثية للعدد المركب 64 + 4 ع 2 هي: 


(6 صذه 1 + 6 5م») 7 ع 2 حيث 


2 + ثمل١‏ - إء| د ىن 6 وم + ع م 6 مذو + - 2 


"5 
1 


فإن 0 ليست وحيدةٌ؛ مع 
أنها تُعطى عادةٌ في الفترة 
2 > 60 > 221 


موا" ع 6 عندما 0 < 4 )2 > + 4 1-مول ح 6 عندما 0 > 4 . 


وزارة التحعلر 
حا لعنالع عه بمأكاما 
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أما إذا كانت 0 - 4ء فإن 2 > 6 إذا كانت 0 < 5 2 - > 8 إذا كانت 0 > م 
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الأعداد المركبة بالصورة القطبية 
عبّر عن كلّ عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية: 
6+872- 
أوجد المقياس 7 والسعة 6. 
12+ 1/2 دم ضيعالتغويل:2>0 + 2 احمو - 6 
0 - 82+ 62-)/1 - وح ده 1 يد برق -) امو - 


لذا فإن الصورة القطبية للعدد 81 + 6- هي (2.21 ذو 1 + 2.21 100005 تقريبًا. 


0) 1/31 + 4 
2 ل 2و دم صيغ التحويل» 0 < © مح -6 
2 1 1/42 - 3ح ,4 -ه كلذاك وروا 
6 بيد 1/19 - يْشْظ 1 ب 


لذا فإن الصورة القطبية للعدد 1/312 + 4 هى (0.41 حنذه 1 + 0.41 4.36)005 تقريً 
أ تحقق من فهمك 
عبّر عن كلّ عدد مركب مما يأتى بالصورة القطبية: 
20 :7 + و 8 2-27 


ويمكنك استعمال الصورة القطبية لعدد مركب؛ لتمثيله في المستوى القطبي باستعمال (8 ,”) كإحداثيات قطبية للعدد 
ا لال ص سا ا ل 000 


تمثيل الصورة القطبية لعدد مركب وتحويلها إلى الصورة الديكارتية 
مل العدد م 3 مذ : + 2 ومه)3 ا نت ؛ ثم عبر عنه بالصورة الديكارتية. 


تحويل الأعداد المركبة: 
يمكن تحويل عدد مركب 
من الصورة القطبية إلى 


الصورة الديكارتية ياستعمال 27 
الحاسبة البيانية من تطبيق 3 ا اه ا 
ا ل عي الإحداثيات القطبية [25 ,3) . 5 
تطبيق الحاسبة وإدخال 5 5 ماع 8 0 8 
العبارة على الصورة القطبية, ولكتابة العدد على الصورة الديكارتية أوجد القيم ا لمثلثية ثم بَسط 
هم اختيار 59© . | 
مع مراعاة إعدادات الآلة 3 مزه 1 + 2 وم ]3 الصورة القطبية 8 0 
6 6 
52 417 
1 4 تكداد - بإيجاد قيم الجيب؛ وجيب التمام 35 3 30 
2 
ووفك - خاصية التوزيع 
31/3 
فتكون الصورة الديكارتية للعدد [5- من + 5 وم ]3 - 2 هى كلك دع 
تحقق من فهمك د 
8 ' © 2-6 *.ل*.ل.*رم.ث.ه 
مَل كل عدد مركب مما يأني في | لمستوى الة لقطبى ؛ ثم عبر عنه بالصورة الديكارتية: ِ 
١ 3‏ 5 وزارة التعليم 
6 (كك منو: + كك وى )و 38 ع2 منه: + كيك وم )4 مهن معنالع 6ه ومأكاص اليا 
3 - 2021 
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ضرب الأعداد المركبة وقسمتها وإيجاد قواها وجذورها تعد الصورة القطبية للعدد المركب» وصيغ 
المجموع. والفرق لكل من دالتي الجيب وجيب التمام مفيدة للغاية في ضرب الأعداد المركبة وقسمتها . ويمكن 
اشتقاق صيغة ضرب عددين مركبين على الصورة القطبية على النحو الآتي: 


(و6 حذة 1 + و6 05»)ج72 ٠‏ (9 طذو 1 + ,6 71)205 - وتر2 الصورةالقطبيّة للعددين المركبين 22221 
(و6 صذة ب صزه 12 + م6 5م ,6 صذه 1 + و6 صزة 6 5م 1 + يو 05 ,0 5م2) 77 - فك الأقواس 


[(62 05» ,6 حنذة 1 + و6 خنذة ,6 05» 2) + (ج© طنذة 0 ذه - وي 05 ,6 05©»)] 7172 - جمّع الحدود التخيلية والحقيقية؛ واستبدل 17 ب1- 


[(02 05 © صنو + و6 خنذة 6 5مع) 1 + (و© طنذة 67 خنذة - ي© 05» 67 05©»)] 7172 - أخرج 1 عامالا مشتركا 
[(62 + ,6)صذه 1 + (و6 + ,205)0] ج77 ح متطابقتا جيب المجموع ؛ وجيب تمام المجموع 
ضرب الأعداد المركبة على الصورة القطبية وقسمتها 


للعددين المركبين (07 هذه 1 + 87 7)2»05 ع رت ؛ (ر6 صذو 1 + م6 72)2©05 - م2 ؛ فإن: 


صيغة الضرب [6,2 + ,15)6ذو: + (,ر6 + ,05)6»] جر 7/ - وقرج 


صيغة القسمة ‏ [(602-,1512)6 + (602- 10500 ور 2 حي حيث 0 غورج : 0 2 و1 


سوف تبرهن صيغة القسمة في التمرين 51 
لاحظ أنه عند ضرب عددين مركبين» فإنك تضرب المقياسين وتجمع السعتين» وعند القسمة فإنك تقسم المقياسين 
وتطرح السعتين. 


ضرب الأعداد المركبة على الصورة القطبية 


7 51 اع ع عد ف د 
أوجد نانج [75 هزه : + 5 ومه)4 كلد َ ]2 على الصورة القطبية؛ ثم عبّر عنه 
بالصورة الديكارتية 


1 لي م 1 57 52 5 5 
5 كناد 1 + 6 وم ) 4 . ٠‏ ذه 1 + 5 وه )2 العبارة المعطاة 
[2+ 35) من + ( + كي) وى (2)4 - ضيفة الضرب 
6 3 6 3 1 ا 
117 - 5 
أ له 1 + 6 كلدوى)و - بسّط 


والآن أوجد الصورة الديكارتية للناتج. 


كلك وزو 1+ علد و8 الصورة القطبية 
اللو كذاوك أوجد قيم الجيب وجيب التمام 
2 2 
ف - 41/3 - خاصية التوزيع 


11 2 ا 
فتكون الصورة القطبية للناتج [ كلك رزو : + كَتَلَك وم )8 والصورة الديكارتية 44 - 40/3. 
أ تحقق من فهك 
أوجد الناتج على الصورة القطبية: ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية لكل مما يأني: 


©6 ومو© 
م4 5. 3 يم 
)|2 صرزة 1 + مء) ٠‏ لكمة + ك وو) 0 
١ ٌ ْ 3 37 2‏ 
45) 2 حنزة 1 + 5 و2 كلت حنزة 1 + د وى )6 مك1 


105 معنالع 06 ومأكاصذا/طا 


كما تقدم في فقرة "لماذا؟" فإنه يمكن استعمال قسمة الأعداد المركبة للتعبير عن العلاقات في الكهربا 1443 - 2021 
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([ الربط مع الحياة 


مهندسو الكهرياء يطور مهندسو 
الكهرياء تكنولوجيا جديدة لصناعة 
نظام تحديد المواقع والمحولات 
العملاقة التي تُشغَل مدنًا كاملة 
ومحركات الطائرات وأنظمة الرادار 
والملاحة. كما أنهم يعملون على 
تطوير منتجات متعددة مثل الهواتف 
المحمولة والسيارات والرجل الآلي. 


7--5”53730 فدسمة الأعداد المركبة على الصورة القطبية 


كهرباء: إذا كان فرق الجهد”1 في دائرة كهربائية يساوي 015077 وكانت معاوقتها 2 تساوي 52 
([(0.46-) صن [ + (0.46-)005] 31/5): فأوجد شدة التيار 5 فى الدائرة على الصورة القطبية باستعمال 
المعادلة 7 ٠‏ 1 ع /17. 

اكتب العدد 130 على الصورة القطبية. 


(0 صذه 7+ 0 وم») 150 - 150 4-0 1-همة - 0 ,150 - 02 + 1/1502 م 
خُل/1 - ١2‏ / بالنسبة ل1. 


ح ثر٠‏ 1[ المعادلةالأصلية 


1 اقسم كل طرف على 2 
(0 صذه + 0 5م») 150 


- , (0 صذو ز + 0 05») 150 -/1 
[(0.46-)طذه [ + (0.46-)05»] 31/5 


[(0.46-) صذو + (0.46-) ومع] 31/5 - 2 


([(0.46-) - 0] صته + [(0.46-) - م] ومء) --< -1 صيغة القسمة 


(0.46 صذه ز + 0.46 وم») 1/5 10 - 1 بقع 


أي أن شدة التيار تساوي (0.46 ذه ز[ + 0.46 5مه) 1/5 10) أمبير تقريبًا. 


كع تحقق من فهمك 


5) كهرباء: إذا كان فرق جهد دائرة كهربائية 12017» وكانت شدة التيار (67 + 8) أمبير» فأوجد معاوقتها 
على الصورة الديكارتية. 


يعود الفضل في حساب قوى الأعداد المركبة وجذورها للعالم الفرنسي ديموافر» وقبل حساب قوى الأعداد المركبة 
وجذورهاء فإن من المفيد كتابة العدد المركب على الصورة القطبية. 


بإمكاننا استعمال صيغة ضرب الأعداد المركبة لتوضيح النمط الذي اكتشفه ديموافر. 


أولّا: أوجد 22 من خلال الضرب 2 ٠‏ 2 . 


(© صنذه 1 + © 5ومع)7/ ٠‏ (© حنذه 1 + # ومع) 7 - ج١٠‏ ج 


اضرب 
[(© + 6) صنو 1 + (6 + 6) ومء] 2, - 22 ضيقةالضرب 
(26 صذه 1 + 20 ومع) 2 - 2ج بِسّظل 
والآن أوجد 23 بحساب 2 ٠‏ 72 
(6 صذه 1 + 8 وم»)7 ٠‏ (260 طزو 1 + 20 وم)2/ ح 222٠.7‏ اضرب 
[(© + 26) صنو 1 + (6 + 26) ومع] 3 - 3ج معيعة درت 
(36 ذه 1 + 36 ومع) 3 - 3ج بِسْظ 


© ...6ه 
لاحظ أنه عند حساب القوة النونية للعدد المركبء فإنك تجد القوّة النونية لمقياس العدد. وتظ رمه ؤت الحساد 
وزارة التعليح 


دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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ويمكن تلخيص ذلك على النحو الآني: 


إذا كان (6 25112 + 6 7)005 ح 2 عددًا مركيًا على الصورة القطبية؛ وكان 7 عددًا صحيحًا موجباء فإن: 
(26 مذو :1 + 726 05> )”77 - 0([7 صذو 1 + 6 7)»05] ع "2 . 


نظرية ديموافر 


أوجد ' (4/31 + 4) بالصورة القطبية» ثم عبّر عنه بالصورة الديكارتية. 


69 تاريخ الرياضيات 
0 أولا: اكتب 410/34 + 4 على الصورة القطبية. 
(1667م-1754م) 00 0 ا 
رياضي فرنسي عُرف بالنظرية م يغ التمويل بج هو -86 
المسماة باسمه؛ وكتابه عن الاحتمالات 7 00 5000 _ 
هو 011011225) 01 100114116 . ويُعن (41/3) + 4- 3ه - 4,5 - 4 0 م1 - 
ديموافر من الرياضيين الروّاد في 2-7 0 5 2 
الهندسة التحليلية والاحتمالات. 3 بيد مم - 
5 5 2-00 5 5 2000 3” 
فتكون الصورة القطبية للعدد 40/3 + 4 هي [ 2 هذه 4 + 2 8/605 . 
والآن استعمل نظرية ديموافر؛ لإيجاد القوة السادسة. 
6 
د صو 1 + 3 6 | 41/32(5 + 4) الصورةالقطبيّة 
اكلم 1 كلك 6م - 5600 : 
)كمه (ج)ءدم| 8 - تظرية ديمواكر 
(20 طذه 1 + 27 وم») 262144 - بسّط 
(01 + 262144)1 - اوجدا شيف انحيت وجيب القماة 
4 - يسع 
أي أن 262144 ح 31(6/ح4 + 4). 
تتحفق من هيا" 
28) 1/324 + 1) 8) 205 - 27/3) 
يوجد للمعادلة 256 - 4 حلان فى مجموعة الأعداد الحقيقية هما 4- ,4. ويظهر 1 
5 : 516 - ل 10 
التمثيل البياني المجاور للمعادلة 256 - © - /1 وجود صفرين حقيقيين عند (4,0) 55 
النظرية الأساسية في الجبر 4- , 4 ح :د. بينما في مجموعة الأعداد المركبة فإن لهذه المعادلة حلين حقيقيين» 8 0 [4- 8 
كل معادلة كثيرة حدود درجتها | وحلين مركبين. 20 
طى الأقل ينتي العرمجميعة | ريني ارقا لمدينة الطر لاني فى السيرة و الى تنس عن وجو | فو مده 
الأعداد المركية. ا اح 5 يه في السجيرء واللي تصن وجو 1 صعر سا مات 
لمعادلة كثيرة الحدود من الدرجة 1 فى مجموعة الأعداد المركبة؛ لذا يكون للمعادلة ا الليل 
6 - 4 التي تكتب على الصورة 0 - 256 - 24 أربعة حلول أو جذور مختلفة» وهي 44- ررك 5 


وبشكل عام, فإنه يوجد 71 جذر نوني مختلفٌ لأي عدد مركب لا يساوي الصفر حيث 2 < 11» بمعنون رأفى لخو جاه مالا 
مركب جذران تربيعيان» وثلاثة جذور تكعيبية وأربعة جذور رباعية...» وهكذا. 43 - 2021 
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ولإيجاد جميع جذور عدد مركب يمكن أن تستعمل نظرية ديموافر للوصول إلى الصيغة الآتية: 


الجذور المختلفة 


لآأي عدد صحيح 2 < 1:» فإن للعدد المركب (0 512 1 + 8 005) 71:7 من الجدور النونية المختلفة» ويمكن 
إيجادها باستعمال الصيغة : 


1 
ا متنا 1 1 ل عد 8 و 


حيث 1 - 12 ,... ,2 0,1 1 . 


ويمكننا استعمال هذه الصيغة لجميع قيم 6 الممكنة» إلا أنه يمكننا التوقف عندما 1 - 1 - /1» وعندما يساوي 
© العدد 07 أو يزيد عليه تبدأ الجذور بالتكرار» كما يظهر فى المعادلة: 


و ف فق وهي مطابقة للزاوية التي تنتج عندما 0 -ع/ 


جذور العدد المركب 
أوجد الجذور الرباعية للعدد المركب 44 - 4-. 

أولًا: اكتب 44 - 4- على الصورة القطبية. 

4 51 لولمه 25 م ب شح امور -6, 1/32 - 42-) + 42-)/1 - 


مله 1 + حت وم 1 


4 
55 55 
كوا -- 21 ددا 1 1 1 
ٍ 0 حورنو 1 + ١‏ سطفة)| 0" 2 - 17 ,4 - مر رك - و 
| كك صذه 1 + تلك ٍٍ و] 1/32 0 بسّط 


ثانيًا: لإيجاد الجذور الرباعية» عوّض 2,3 ,0,1 -/. 


0007 ل 5172 5 7 ل 51 8 - 
|| عله , جد مندة + زعكللة + 5ة) وى 1/32 معدع,/ 
12 د 0.86 بح |3 حزة 1 + 3 ومه) 2 - الجدر الأول 
0007 512 ]ان : 2007 0 _- 
|| 1 + 5ة) وزو + كلقا 1 + 35) وم 32 1ع-ع,/ 
0861 + 1.28- بد ك1 مزه 1 + 137 ومه) - الجدر الثاني 
16 16 
2007 20007 52 8 _ 
| كلق , 32 م زوز + [علقكة م جةّ) وى 32 9 
5 5 ب 2171 217 4 الجر الثالث 
1284 - 0.86 د 1 زه + كا ومه) - جذر 
20627 20607 8 00 
| علق 1 + 25ٌ) مزه و لقا 1 + 35) وم 32 3 -دع/ 
61 - 1,28 بد عفد صن 1 + 2975 2 )2 - اتجذوالزايع 


الجذور الرباعية للعدد 44 - 4- هى 0.861 - 1.28 ,1.281 - 0.86- ,0.861 + 1.28- ,1.281 + 0.86 


جه اعدغه من ذ 9 
8) أوجد الجذور التكعيبية للعدد 24 + 2 8) أوجد الجذور التكعييية للعده 8 8زارة التعليم 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 

2021 - 3 
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الجذور النونية لعدد مركب 
يكون للجدور المقياس نفسه 
1 


وهو ”7 . سعة الجذر الأول 2 ؛ 


ثم تزداد للجذور الأخرى على 
التوالي بإضافة 275 , 


لاحظ أن الجذور الأربعة التي أوجدناها في المثال 77 تقع على دائرة . فإذا نظرنا إلى (0.86,1.28) 
ا ا (1.54 بح 1/32)» ويمثل 1 
نصف قطر الدائرة. كما أن المسافات بين الجذور على الدائرة متساوية» وذلك نتيجة 
للفرق الثابت بين قيم السعة؛ إذ يساوي 275 


تحدث إحدى الحالات الخاصة عند إيجاد الجذور النونية للعدد 1» فعند كتابة 1 على 
الصورة القطبية» فإننا نحصل على 1 ح /. وكما ذكرنا فى الفقرة السابقة» فإن مقياس 
الجذور هو طول نصف قطر الدائر 
واحد تقع على دائرة الوحدة. 


الجذور النونية للعدد واحد 

أونجد الحدور المافة للعدة واحد. 

أولا: اكتب 1 على الصورة القطبية. 

م1 - 1,0 - 02+ 1/12 دم 


192-06 


(0 صنو 1 + 0 ومع) ٠‏ 1 - 1 : 


والآن اكتب الصيغة للجذور الثمانيّة. 

1 
تا كه 1 لب دك »)1 15-1 ”#/ر8-م,060-0 
ككل وزو ز + كك ومع - بسّط 


ثانيًا: افترض أن 0 - 2 لإيجاد الجذر الأول للعدد 1 . 


5ل زو 005 _ 
1 حنزه 1 ل 1 05 0عدع/ 


1 ع 0 زو 1 + 0 ومح ح اتحدو الوق 


لاحظ أن مقياس كل جذر هو 1» ويمكن إيجاد سعة الجذر الحالية بإضافة الي سعة اللجذر السايق. 


)-1.28, 0.86( 


م2 |[ 1 | أ0 1] 2-0 


(0.86- ,1.28) [ج (1.28- ,0.86-) 


ة الناتجة عن تمثيل الجذور فى المستوى المركب؛ لذا فإن الجذور النونية للعدد 


لاا | ا 0 5-6 
1 حل ل حر بح ذل ررزو 1 + ذل و00 الجذر الثاني 
م - ك مو 1 + 2 وى الجدر الثالث 
و لا 0 ع5 دن دنر ع3 ١‏ 
1 2 2 _-1 لللهة 1 + 14 605 الجدر الرابع 
1 - -ح 7 نزو 1 + 72 وم الحذ و الخامس 
لخ 2لا ع5 رن برعة 1 
20 7 ح كر رزو [ + 6< 26005 الجذرالسادس 
ف - كلك وزو ز + كلك وى الجذر السابع 
كاذ لاد كك وو وي كتين الحدزالقامن 
2 2 4 
اجاور اللمالءة اعرد لبن يكلب 0 بسو ات دح ويك قي ند راي لبقتن 


كما هو موضح في الشكل أعلاه. 


8) أوجد الجذور التكعيبية للعدد واحد. 


© © 
8) أوجد الجذور السداءهية فَلمْدهِ راجا ** 


وزارة التعليح 
هن فعنالءع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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تسرب نحن ناتك 000000113 


مَثْل كل عدد مما يأتى فى المستوى المركبء وأوجد قيمته المطلقة: 


رمثال 1) 

1) 41 + 4 دج 

2 3+24--<-ج 
65 4-61 د جع 
4 2-51 ددج 

65 51 +7 دج 
6 2-8-2 


7 0 تُعطى القوة جدب 0ا/101/1011/0101 


ه ا المركب. 
0) أوجد طول المتجه واتجاهه. 
عبّر عن كل عدد مركب مما يأتي بالصورة القطبية: (مثال 2) 
8 41 +4 
09 24+14 
0 21/ة - 4 
11) 2-27 
12) 5:1 + 4 
3) 1/31 -1- 


لي رن 
الديكارتية: (مثال 3) 


14 - رزو 1 + 2 )4 


15( كلمن 151 + ا وى ) 


16( ا طنزو 1 + 0 و2 


7 36079 صنه 1 + “360 ومع) 3 
2 
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أوجد النانج في كلّ مما يأتي على الصورة القطبية» ثم عبر عنه بالصورة 
الديكارتية: (المثالان 4,5) 


18 7 حنذه 1 + و4 0 حنزو 1 + )6 
9) (”45 صنو 1 + “45 وم) 2 1357٠٠١‏ صذو 1 + 1357 ومى) 5 


مز 1 + 2< ومء 


0) (72 خنزة 1 + 17 ومه) 1 ع |3 355 3 


1) ”270 ذه 1 + “270 5مع)2 ١‏ (905 طنذو 1 + “90 ومى) 2 


4) ”150 صذة 1 + “150 5م»)6 ٠‏ (”607 صنذه 1 + “60 وم 1 


27 


02 7 مزه ة + كك وم ) 4 +2 منه : + 2 وم )3 


6 


1 


"1 


23 0 منهة + كك وى ) 2 ِ + كك مزه + كلك وم ) 4 


25 7 كله 1 + ك2 ووة]2 - ب ك3 مزه ة + كد وى )| 6 


6) 1357 ذه 1 + 1357 5مع) 2 1807٠٠‏ طزو 1 + “180 5م2) 5 


ان سن 3 1 
27 3 زو 1 + نت اين )2 


أوجد الناتج لكل مما يأتي بالصورة القطبية» ثم عبّر عنه بالصورة 
الديكارتية: (مثال 6) 


8) 21/326 + 2) 
9 كد طذة 1 + 3 دم)4| 
0 32-2 + 2) 


31 3 مه + 2 وم)2| 


لوحة مكونة من أشكال سداسية منتظمة كما هو مبيّن أدناه. ويستطيع 
تعيين رؤوس أحد هذه الأشكال السداسية بتمثيل حلول المعادلة 
0 -1- 5 فى المستوى المركب. أوجد رؤوس أحد هذه 
الأشكال السداسية. (مثال 7) 


عن أ وعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


أوجد جميع الجذور المطلوبة للعدد المركب في كل مما يأني: 8) أوجد العدد المركب 2 إذا علمت أن (1-4-) هو أحد جذوره 
(المثالان 3,8) 58 52 
الرباعية» ثم أوجد جذوره الرباعية الأخرى. 
3 الجذور السداسية للعدد م 7 

خُلّ كلا من المعادلات الآنية باستعمال صيغة الجذور المختلفة: 
4) الجذور الرباعية للعدد 44 - 41/3 


٠‏ ا 
5 الجذور التربيعية للعدد 44 -.8 - 9) 2-1 
0) 811 ح ذير 

6) كهرباء: تُعطّى معاوقة أحد أجزاء دائرة كهربائية موصولة على 5 
التوالى بالعبارة 0.9(9 <ذه أ[ + 0.9 5)05, ويُعطّى فى اللجزء 41) 1-4 +2 
الآخر من الدائرة بالعبارة 0.4(92 صذه [ + 0.4 5مع)8 . 
عل كلمن العباركين السابفتين إلى الصورة الديكاريية. . 50 

) حو من العبارتين السابقتين إلى الصورة الديكارتية مسائل مهارات التشكير العلكا 

0) اجمع الناتجين في الفرع 2؛ لإيجاد المعاوقة الكلية في الدائرة. 

( حول المعاوقة الكلية إلى الصورة القطبية. 42) 1 ا الج لو بُ كل من أحمد وباسم قيمة 
7ر1 قد ). ا 

7( كسريات: الكسريات شكل عندسسي كر ن من تمط مخري بشكل بولند | اقمسيل السد جار رار رسيي 
مستمرء 0 ل التشابه؛ أي أن -- 0 الإجابة كيك مزه 1 + كلت و0 . ويقول باسمٌ بأن أحمدَ قد أنجز جزءًا 
للشكل لها الخصائص الهندسية نفسها للشكل | » كما ذ ١‏ 
الش> أذاتاة ك0 ١‏ مي يي من المسألة فقط. أيهما إجابته صحيحة؟ بَرّر إجابتك. 


تحد: أوجد الجذور المحدّدة على كل من المنحنيين أدناه على الصورة 
القطبية» ثم عّن العدد المركب الذي له هذه الجذور. 


43 
44) 
في هذا السؤال سوف تنتج كسريات من خلال تكرار 22 - (2)/. حيث 
1 + 0.8 -20. 
8) احسب 25,26 ,ع2 , و5 , و3 , رق حيث (20)/ - رت 
(رع)) - و2 وهكذا. 
) مَثل كل عدد في المستوى المركب. 666 .6ه 
لل ين ,ووه 
( صف النمط الناتج. ة |.ه 
وزارة التعليح 
حل لعنالع عه بومأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 2-3 الأعداد المركبة ونظرية ديموافر 77 


5) برهان: إذا كان (6 صزه 1 + ,6 5م»7)2 - رى» 
(«6 حذه 1 + و6 72)005 - و2» حيث 0 2و 15» فأثبت أن 


006 1 2 
[(© ح ,6) صنو 1 + (و6 - ,0) 05 - 0 


6) تحدًّ: اكتب 30 05 بدلالة 0 05» مستعملا نظرية ديموافر. إرشاد: 


أوجد قيمة 3( أو 4 + © 205) مرة باستعمال نظرية ديموافر» ومرة 
باستعمال مفكوك نظرية ذات الحدين. 


7) اكتب: وضّح خطوات إيجاد الجذور النونية للعدد المركب 
(0 ذه 1 + 0 2-17)005» حيث 11 عدد صحيح موجب. 


مثّل كل نقطة مما يأتي في المستوى القطبي: (الدرس 2-1) 
48 [5ة-,4)هم 

2)4.5,-210*( )9 

اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القطبية: (الدرس 2-2) 


)2- 3(2 + 72-9 0 


1 2/7 ع شن + 2ن 

أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط مما يأتي: (الدرس 2-1) 
27 7 

226 


)1, -45*(,)-5,21057 3 


حول الإحداثيات القطبيّة لكل نقطة مما يأتي إلى إحداثيات ديكارتية: 
(الدرس 0-2 


»م 6 


)4, 210*( )5 


8 الفصل2 الاحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


6 أي مما يأتى يمثّل 48 وطوله. 
إذا كان (1 ,2 ,5-)8 , (2- ,4 ,2)3 ؟ 


8 3/77 ,2-,8-) 
8 3/777 ,2-ر8) 
© 2,3(,1/109-,8-) 
0 1/109 (2,3-,8) 
07) ما المسافة بين النقطة [ كلك ,3-) 
والنقطة [ 35 ,6) ؟ 
3.97 
8 497 
© 5.97 
0 6.97 
8 أي مما يأتي يمثّل تقريبًا الصورة القطبية للعدد المركب 214 - 20؟ 
8 (5.47 زد 1 د 5.47 5وم2) 29 
8 (5.52 طزه 1 + 5.52 ومع) 29 
) (5.47 طنزد 1 د 5.47 ومع) 32 


2 (5.52 طنزه 1 + 5.52 ومع) 32 


© .وهة© 
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دليل الدراسة والمراجعةهة 


الإحداثيات القطبية (الدرس 2-1) 

* يُعَيّن موقع النقطة (0 ,7) في نظام الإحداثيات القطبية 
باستعمال المسافة المتجهة ”7 والزاوية المتجهة 80. 
المسافة بين النقطتين (02 ,ج12)7 , (01 ,)17 في المستوى 
القطبي هي : 


(6 - ي6) ومء و27 - م + 1/5 ح روطرط 


الصورة القطبية والصورة الديكارتية للمعادلات 

(الدرس 2-2) 

« الإحداثياتالديكارتية للنقطة (0 ,)12 هي (0 خأو 7 ,86 05» 7). 

» لتحويل إحداثيات نقطة (/1 ,)1 من الإحداثيات الديكارتية 
إلى الإحداثيات القطبية استعمل المعادلات 72 + 2 د 
“مو - 8 عندما 0 < د أو + ب 1-مه] - 8 

عندما 0 > 2. 


الأعداد المركبة ونظرية ديموافر (الدرس 2-3) 
» الصورةالقطبية أو المثلثية للعدد المركب 61 + 0 
هي (6 صو 1 + 6 وم2) 7 . 
صيغة الضرب لعددين مركبين 21 » 22 هي: 
[(02 + ,0) صذو 1 + (و8 + 2 0) 05»] و/ر1 > وقرج. 
صيغة القسمة لعددين مركبين 21 222 هي: 
0 .7 ,[(و6 - 0) هذه 1 + (6 - 0) ووك] لد لح 
تنص نظرية ديموافر على أنه إذا كانت (0 1512 + 6 205) 2-1 
هي الصورة القطبية لعدد مركبء فإن: 
(76صذو 1 + 116 5م») 77 ح "2 
حيث 11 عدد صحيح موجب. 
الجدور المختلفك : 
لأي عدد صحيح 2 < 11: فإن للعدد المركب (0 ذه 1 + 6 0©05) 21 
7 من الجذورالنونية المختلفة ويمكن إيجادها باستعمال الصيغة : 


الشف 
11 


1 
لو 1 + كدت كه و 


حيث 1 - 11 ,... ,2 0,17 -1. 


المفردات 


نظام الإحداثيات القطبية ص 52 المحور التخيلي ص 68 

القطب ص 52 القيمة المطلقة لعدد مركب ص 68 
المحورالقطبي ص 52 الصورة القطبية ص 69 
الإحداثيات القطبية ص 52 الصورة المثلثيّة ص 69 

المعادلة القطبية ص 54 المقياس ص 69 

التمثيل القطبي ص 54 السعة ص 69 

المستوى المركب ص 68 الجدورالنونيّة للعدد واحد ص75 


المحورالحقيقي ص 68 


اختبر مفرداتك 
اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلاه لإكمال كل جملة مما يأتي: 


1) ل هو مجموعة كل النقاط (6 ,”) التى تحقق معادلة قطبية 
الجر اللتخيلي هق ء 


3 يُحَدَدُ موقع نقطة في #6 ب باستعمال المسافة المتجه من 


4) - لهي الزاوية 60 لعدد مركب مكتوب على الصورة: 
(6 صنو 1 + © وم) 1. 


1 مَى نقطة الأصل في نظام الإحداثيات القطبية ب 


6) تُسمَّى القيمة المطلقة لعدد مركب ب 


هواسم آخر للمستوى المركب. 
6 _ ل هونصف مستقيم ممتد من القطبء ويكون أفقيًا باتجاه 
اليمين. 
©6» .وهة© 
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الفصل 2 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 79 


دليل الدراسة والمراجعةهة 


مراجعة الدروس 
2ذ5ذ الاحداثيات القطبية (الصفحات58 -52) 


مثل كل نقطة مما يأني في | لمستوى القطبي: 
09 2105-,0.5-)ن] 00 ,ةما 


14-1209 )1 


3) *60--6 
15) 7-7 
أوجد المسافة بين كل زوج من النقاط مما يأتي: 


7 , )5,2 8 2403 ,4) ,605 ,3-) 
9 66,2703 ,455 ,1-) 20) لكان امسن 


مَل المعادلة 5 > / بيانيا فى المستوى القطبى. 
حلول المعادلة 5 - ”هي الأزواج المرتبة (0 ,5) » حيث 0 أي عدد 


حقيقي. ويتكون التمثيل من جميع النقاط التي تبعد 5 وحدات عن 
القطبء لذا فإن التمثيل هو دائرة مركزها القطب». وطول نصف قطرها 


5 


ذؤظ الصورة القطبية والصورة الديكارتية للمعادلات (الصفحات67- 59) 


أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 


بالإحدائيّات الديكارتيّة في كل مما يأني» حيث 27 > 60 > 5 2- 
21) (1,5-) 

6,7 )2 

)1,2 )5 


اكتب كل معادلة على الصورة الديكارتية» وحدّد نوع تمثيلها البياني: 
24) 5-, 
5) 6 مذو 4- -/ 


6) 6# عهه 6 حر 


27( 0 دم 


0 الفصل2 الإحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


اكتب المعادلة 6 08» 2 - / على الصورة الديكارتية: ثم حدد نوع تمثيلها 


البيانى. 


0 5م 2 عر 
2/6 -2/ 
2 ح 2ن + ظير 
0 عزو د ترد 2يق 


أي أن الصورة القياسية للمعادلة 
هى: 72-1 +2-1(2), 

وهى معادلة دائرة مركزها (1,0) 
وطول:نضك قظرها 3 


المعادلة اللأصلية 
اضرب الطرفين في 7 
سن + 2ع - 2 ,60 وم + ع 


اطرح :23 من الطرفين 


55ذ الأعداد المركبة ونظرية ديموافر (الصفحات78 - 68) 


مَثّْل كل عدد مما يأتى فى المستوى المركب, وأوجد قيمتة المطلقة: 
8) 2-3-4 9) 41 دع 


0 271 + 4- - جع 1 :2-6-3 


عبّر عن كل عدد مركب مما يأتى بالصورة القطبية: 

54+ 81 3 3 + 1/21 )52 

1/2 + 1/21 )5 - 4 - 1/31 4 

مَثْل كل عدد مركب مما يأني في المستوى القطبي, ثم عبَّر عنه بالصورة 
الديكارتية: 


6) |2 كمه و 5 مو ]3 دع 


أوجد الناتج في كل مما يأتي على الصورة القطبية» ثم عبّر عنه 
بالصورة الديكارتية 


51 51 
0 | هن : + 2 و )4 كك م 6 م2 


41) 12027 صن غ2 + 1200 وم) ل 225*(٠‏ طزة 1 + “225 وم ) 8 
1. اكت من عن 7 
42 كوم كوو د ( لمن + 2 وم )5 


53) (*150 صنو 1 + “150 ومع ) 3 + (*210 مزه 1 + “210 ومع)6 


4) أوجد قيمة 31(4 + 1/2) بالصور القطبية» ثم اكتبه على الصورة 
الديكارتية. 


5) أوجد الجذور الرباعية للعدد المركب 2 + 1 . 


مَل 64 - 4 في المستوى المركبء ثم عبّر عنه بالصورة القطبية. 


2 + 1/42 دم 
73 - 62-) + 1/42 - 


فتكون الصورة القطبية للعدد 61 - 4 هى: 
[(0.98 -)صذو 1 + (0.98 -)05»)] 217/13 تقريبًا 


ا 7 يفن ٠‏ 77 ا 01 
أوجد نائج [كل2 مزو: + كلك وه») ٠5‏ 2 مذو + 2 وم) 3 


على الصورة القطبية» ثم حوّله إلى الصورة الديكارتية. 


77 7 فك د 32 5 8 
| له 1 + 6 د ده )5 0 طنز 1 + ل 05©) 3 العبارة المعطاة 


7 


6 صيغة الضرب 


عد كة عا ) دم| 15 2 20 مفطظ 


والآن أوجد الصورة الديكارتية لنانج الضرب. 


عد صذه 1 + كط )| 5 الصورةالقطبية 


) عنه: + كك + ©) مه )3٠١5(‏ <- 


12 
(0.966-)2 + 0.26-] 15 - أوجد قيمتي الجيب وجيب التمام 
51 - 3.9 - - 01 
فتكون الصورة الديكاريية لناتج الغترب 14.54 2 8:0 - تقرييا. 
وزارة الد 
مهةأأمعسلط )6ه كا و ايا 
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الفصل 2 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 81 


دليل الدراسة والمراجعةهة 


تطبيقات ومسائل 


6) ألعاب: قُسّمت لوحة السهام إلى 3 مناطق كما هو موضّح في 
الشكل أدناه» بحيث يحصل اللاعب على 100 نقطة عند إصابته 
المنطقة القريبة من القطبء وعلى 50 نقطة عند إصابته المنطقة 
المتوسطة» و20 نقطة عند إصابته المنطقة البعيدة. (الدرس 2-1) 


إذا أصاب اللاعب النقطة 1657 ,3.5) » فما عدد النقاط التى 


يحصل عليها؟ 
() حدد موقعين» بحيث يحصل اللاعب على 50 نقطة عند إصابة أي 


منهما؟ 
7 حدائق: تستعمل شركة عناية بالحدائق رشاشًا قابلّا للتعديل» 
ويستطيع الدوران ”360. ويروي منطقة دائرية طول نصف 
قطرها #6 20. (الدرس 2-1) 
8) مثل المنطقة التي يستطيع الرشاش رَيّها في المستوى القطبي. 
8) أوجد مساحة المنطقة التي يستطيع الرشاش ريّهاء إذا ضبط ليدور 
فى الفترة “210 > 0 > *30- . 


8) عجلة دوارة : يمكن تمثيل مسار العجلة الدوّارة في الشكل أدناه 
بالمعادلة 0 زه 50 - 7. حيث 7 بالقدم. (الدرس 2-2) 


30 53 3 
2 


6 عيّن الإحداثيين القطبيين لموقع راكب إذا علمت أنه يقع عند 

- 0. (قرب إلى أقرب جزء من عشرة إذا لزم الأمر). 
8) عيِّن الإحداثيين الديكارتيين لموقع الراكب مقرب إلى أقرب جزء 
من عشرة إذا لزم الأمر. 
إذا وقع القطب على سطح الأرضء فما ارتفاع ذلك الراكب مقرّيًا 
إلى أقرب قدم؟ 


2 


-_- 


2 الفصل2 الإحداثياتالقطبية والأعداد المركبة 


49) كهرباء : تُصمّم معظم الدوائر الكهربائية لتتحمل فرق جهدٍ قدره 


)00 


.07 


للفرعين 2,5 استعمل المعادلة 2 1٠‏ - 17 . حيث فرق الجهد/آ 
بالفولت» والمعاوقة 2 بالأوم» وشدة التيار 1 بالأمبير (قرب إلى 


أقرب جزء من عشرة). (الدرس 2-53) 


3) إذا كانت شلة التيار المار بالدائرة (57 + 2) أمبير» 


©) إذا كانت معاوقة الدائرة 37(99 - 1)» فأوجد شلة التيار. 


تحويل جوكوسكي (001/1:0511): يُعيّن تحويل جوكوسكي لكل 
عدد مركب (0 151711 + 0 005) 7 - 2 عددًا مركبًا 0ة يُعطى بالصيغة 


1 ِ 5 7 نع د 36 
+ 2ح 10. أوجد صورة العدد المركب (2 1512 + 2 005) - 2 


وفق هذا التحويل. (الدرس 2-5) 


© ,ث.هءه 
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أوجد ثلاثة أزواج مختلفة يمثّل كل منها إحداثيات قطبية للنقطة 7 في كل 
من ال شلب 2 حيث 27 > 0 > 27- . 


27 
3 
5 
6 
2 
5 12-34 0 7 
117 717 
6 6 
57 47 
3 35 3 
2 
2( 1 
1 2 217 
3 3 
1 51 
6 6 
0 5 4 ]0 7 
11 ملا 7 
6 6 
51 كلك 
3 37 3 
2 


مَل بيانيًا فى المستوى القطبى كلا من المعادلات الآتية: 
65 *30 -6 4 1 دم 


6 2.5 -م 66) كد م 


7 رادار: يقوم مراقب الحركة الجوية بتتبع مسار طائرة موقعها الحالي 
عند النقطة (1157 ,66) » حيث 7 بالأميال. 


8) عيّن الإحداثيين الديكارتيين للطائرة. مقرَّبًا الناتج إلى أقرب ميل. 

0) إذا وجدت طائرة عند نقطة إحداثياتها الديكارتية (75- ,50)» 
فعيّن الإحدائثيين القطبيين لها مقرّبًا المسافة إلى أقرب ميل» 
والزاوية إلى أقرب جزء من عشرة إذا لزم الأمر. 

©) ما المسافة بين الطائرتين؟ قرَّبٍ الناتج إلى أقرب ميل. 


8 عبّر عن المعادلة 49 ح 1/2 + 7(2 - :) . بالصورة القطبية. 


9 كهرياء: إذا كان فرق الجهد/ فى دائ ة كهربائية /1351)» وكانت 
شدة التيار المار بها 1 هو ([4 - 3) أمبير» فأوجد معاوقة الدائرة 2 
بالإحداثيات الديكارتية مستعملًا المعادلة 1٠2‏ -/1. 


0) اختيار من متعدد: أي ممايأتي يبين تمثيل العدد المركب الذي 
إحداثياته الديكارتية (1- ,1/3 -) فى المستوى القطبى؟ 


3 35 3 83 ك3 3 
2 2 
:| 0 
1 
250020 
3 3 
311 52 
6 6 
0 0 


000 
اد 
00 


أوجد كل قوة مما يأتى على الصورة الديكارتية» وقرّبٍ إلى أقرب عدد 
صحيح إذا لزم الأمر: 


)-1+ 43 )1 


)6 +24 )12 
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الفصل 2 اختبارالفصل ‏ 83 


الفصل 


اللاحتمال والاإحصاء 
1515 310 9 1اأطهطمءرم 


هه 


يما إسنييق : 

درست إحصائيات العينة 
ومعالم المجتمع واحتمالات 
الحوادث المركبة. 


زو[ لازن ر: 

# أَميّزالمسوحات» 
والدراسات والتجارب. 

* أكوّن التوزيعات 
الاحتمالية» وتمثيلاتها 
البيانية» وأستعملها في 
إيجاد الاحتمال. | 

* أستعمل القانون التجريبي 
لإيجاد الاحتمالات. 

* أميّزبين العينة 
الإحصائية؛ والمجتمع 


اللإحصائي. 


ل التربية: يستعمل 
الاحتمال والإحصاء فى 
دراسة الفرضيات التربوية 
واختبارها. حيث تُستعمل 
المسوحات» وتجرى التجارب؛ ١‏ 
لتحدنك الطرافق التعليمية ؛ ظ 
التي تؤدي إلى تعلم أفضل. ْ 0 


ويستعمل الإحصاء في 

تحديد الدرجات 5555000 ١‏ 

درجات الفصول بيانيًاء أو ١‏ 
عندما يريد المعلمون تقييم 

درجات الطلاب. 

قراءة سايقة : كون قائمة 1 

بالأشياء التي تعرفها عن 
الاحتمال والإحصاءء ثم تنبأ 
بما ستتعلمه في هذا الفصل. ١ ١‏ 0 


حدّد ما إذا كانت الحوادث الآنية مستقلة» أو غير مستقلة. 
1) اختيار قصة وكتاب آخر لا يمثّل قصة من مكتبة. 


2 اختيار رئيس» ونائب رئيس» وسكرتير» ومحاسب في نادٍء على 
افتراض أن الشخص الواحد لا يشغل سوى منصب واحد. 


حدّد ما إذا كانت كل حالة من الحالات الآنية تتطلب تطبيق التباديل أو 
التوافيق في حلّها: 
4) اصطفاف سبعة أشخاص فى صف واحد عند المحاسب فى أحد 
المتاجر. 


5) ترتيب أحرف كلمة «مدرسة». 


6) اختيار نكهتين مختلفتين لفطيرة من بين 6 نكهات. 


اكتب مفكوك كل من العبارات الآنية: 
7 4-2(4) 
8 6( + م2) 


)32- 275 09 


0 + 2 (0 


رابط الدرس الرقمي 


إعاع لها 


م ع 


مراجعة المفردات 


التباديل (11]21025لطرء”1): 
هي تنظيم لمجموعة من العناصرء حيث يكون الترتيب فيها مهمًا. 


التوافيق (122]1025أطاحده0): 
هي تنظيم لمجموعة من العناصر؛ حيث يكون الترتيب فيها 
غير مهم. 


الحادثتان المستقلتان (5اع87 أداء لع مرعل20م1]) : 
تكون 4 و8 حادثتين مستقلتين؛ إذا كان احتمال حدوث 4 لا يؤثر 
في احتمال حدوث 8 


الحادثتان غير المستقلتين (5]ع157 4]ع20عمء10): 
تكون و18 حادثتين غير مستقلتين؛ إذا كان احتمال حدوث 4 
يغيّر بطريقة ما احتمال حدوث 8. 


الحادثتان المتنافيتان (22]5ع87 ©1539ا1ء<ا 1/13112117) : 
تكون 4 و8 حادثتين متنافيتين؛ إذا لم يكن وقوعهما ممكنًا في 
الوقت نفسه. 


نظرية ذات الحدين (2دع1مع11 21تتسمساظ) : 
إذا كان 71 عددًا طبيعيًاء فإن : 
”6+ م) 


7[ 0 + ...د 22 - نتم رن + 01 11ج نر ل 0راته ىح 
يا 

أو - 1 5 

70 د 


فضاء العينة (عع2م5 22016ة5): 
هو مجموعة النواتج الممكنة لتجربة ما. 


الاحتمال (1115طدطه2): 


هو النسبة التي تقيس فرصة وقوع حلؤشصنة. 550٠٠‏ 
6-٠‏ ال و ا لات 

وزارة التعليم 

ها معنالع عه بمأكاصذالطا 

2021 - 3 
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فيما سيق: 


درست تصميم دراسة 
مسحية. (مهارة سابقة) 


الالإنح كن 


أميّز الدراسات المسحية: 


والدراسات القائمة على 
المللاحظة والدراسات 


التجريبية. 
" أميّز بين الارتباط 
والسببية. 


(االمفراداات: 
الدراسة المسحية 
لإعلااناك 

المجتمع 

3100 انام0م 
التعداد العام 
5لاكلاع) 

العينة 


1م531 

كاز 

ع3 

غير المتحيزة 
انا 

الدراسة القائمة على 
الملااحظة 

/إلناأ5 |3]103نلاء05 
المجموعة التجريبية 
مناماع أمع ماوع 
المجموعة الضابطة 
مناممع امتأومى 
الارتباط 

اداع 11م 

السببية 


01 


الدراسات التجريبية والمسحية 
والقائمة على الملا حظه 


5 051/3031 300 ,دلاع/ااناد ركامعمطامعماع 


رابط الدرس الرقمي 


بي 
ع 


البملاة! (9 


برغب الطلات في تشكيل فريق لكثرة الملة في مدرستهي وكن يجدوا فعا لمشروعيم: 
جراد ساسيي ضباك مووي ررد لاحر لمعرفة الموافقين منهم 
والمعارضين 


الدراسات التجريبية والمسحية مُستعمل [99[50 لهم ني جمع البيانات» وإذاشملت عملي جمع اليانات 
جميع الطلاب في مدرسة ماء نقول: إن الدراسة شملت المجتمع» وفي هذه الحالة تُسمّى هذه العملية تعدادًا عامًا . أمّا إذا 
تم اختيار عدد محدود من طلاب المدرسة مثل 100طالبء فتكون الدراسة المسحية قد اعتمدت على العيئة. 

وتكون العينة متحيزة عندما يتم تفضيل بعض أقسام المجتمع على باقي الأقسام» فمثلا: إذا شملت الدراسة المسحية 
الواردة في فقرة “لماذا؟” رأي لاعبي كرة السلة وأولياء أمورهم فقطء تكون العينة متحيزة. وتكون العينة غير متحيزة 
إذا تم اختيارها عشوائيّاء أي إذا كان لكل شخص في المجتمع الفرصة نفسها لأن يكون ضمن عينة الدراسة؛ 

فإذا أرسلت استبانة في دراسة مسحية ل 100 طالب تم اختيارهم عشوائيًا عندها تكون العينة غير متحيزة. 


مثال 1 من واقع الحياة العينات المتحيزة وغير المتحيزة 


دراسات مسحية : حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتى تتبنى عينة متحيزة» أو غير متحيزة» وفسّر إجابتك: 

8) سؤال كل عاشر شخص يخرج من قاعة الندوات عن عدد مرات حضوره ندوات ثقافية؛ لتحديد مدى دعم 
سكان المدينة للندوات الثقافية. 
متحيزة؛ لأن الأشخاص الذين تم سؤالهم قد يختلفون عن سكان المدينة» حيث إنهم ممن يحضرون الندوات 
الثقافية. 

م( استطلاع آراء أفراد في سوق الماشية؛ لمعرفة ما إذا كان سكان المدينة يحبون تربية الماشية أو لا . 
مم اق 5000 5 1 ل اعم 0 
متحيزة؛ لآن المجموعة التي تم مسح رأيها لا تمثل بالضرورة رأي أهل المدينة؛ لأنهم غالبا ممن يحبون تربية 
الماشية. 

( يحتوي صندوق على أسماء طلاب المدرسة جميعهم؛ سُحب من الصندوق 100 اسم عشوائيّاه وشئل 
أصحابها عن رأيهم في مقصف المدرسة. 
ا اا ل ا 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 

حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبنى عينة متحيزة» أو غير متحيزة» وفسّر إجابتك: 
18) سؤال كل لاعب في فريق كرة البلة عن الرياضة التي يحب مشاهلتها على التلفاز ' #هووي ‏ 
18/ الاب إلى ملعب كزة لقم رمنؤال 100 سخص اضرو ععتواكا مواقي ان" 
وزارة التعليح 
عجنب التحيّر في الدراسات المسحية المعتمدة على العينات لا يد من تحقق أمرين هما: : أن تكون العينة العشوائية ٠ ٠‏ 202 
مناسبة» وذلك بأن تكون غير متحيزة وحجمها كبير نسبيّاء وألا تكون الأسئلة المطروحة متحيزة. 
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5373702157 تصيميم الدراسات المسحية 


العينة المتحيزة دراسات مسحية في المدرسة : يريد خالد أن يُحدّد أفضل الأماكن للرحلة المدرسية. ما الأسئلة التي تعطيه 
هذ اسن متحيزةادفتطا | | الإجابة التي يبحث عنها دون تحير؟ 
8) هل تحب الذهاب إلى مركز الملك عبدالعزيز التاريخي؟ 
هذا سؤال متحيز لصالح مكان محدد. ْ 
() هل تحب الذهاب إلى حديقة قة الحيوان» أم إلى متنرَّه سلام؟ 
هذا سؤال متحيز؟؛ لأنه يحدد بديلين بالاسم. 
0 أين تفضل أن تذهب في الرحلة؟ 
هذا سؤال غير متحيز؛ لأنه يعطي الإجابة التي يبحث عنها دون تحيّر. 
أ تحقق من فهمك 
أي مما يأتي يُحدّد أفضل مادة بالنسبة إلى الطلاب دون تحيّر؟ 
2) قل تقضل المادة الى خر جسن ستمعها الآن؟ 
8) أيهما تفضل أكثر: العلوم أو الرياضيات؟ 
26) ما مادتك المفضلة؟ 


في الدراسة القائمة على الملاحظة, تتم ملاحظة الأفراد دون أي محاولة للتأثير في النتائج. وفي الدراسة التجريبية» 
يتم إجراء معالجة خاصة على الأشخاص أو الحيوانات أو الأشياء قيد الدراسة» وتجرى ملاحظة استجاباتهم. 


المعالجة الشكلية 

التي يخضع لها أفراد دراسة قائمة على الملااحظة دراسة تجريبية 
ا « من 100 شخص. اختر 50 شخصًا خضعوا لمعالجة . * من 100 شخصء. اختر من بينهم 50 شخصًا عشوائيًا 
5 للد يٍِ م 55 5 

في نتائج الدراسة؛ والهدف ٠‏ اجمع البيانات» ف موفره. وأخضعهم للمعالجة المقصودة بالتجريب. بينما لا 


الأساسي منها هو التأكد تخضع الآخرين لأي معالجة أو لمعالجة شكلية. 


من عدم معرفة الأفراد لأي 4 1 55 

الف عتين التجريبية أو يب * اجمع البياناتء بو ةا 

محاولة تأثير بعضهم فى 

0 ا ات أو الأشياء يد المدالدا أو يحضيعون لمعالجة شكلية» 207 مساك 
المزيد منالجهد مثلا أو الضابطة. وتعطى المعالجة الشكلية لكي لا يعرف أفراد المجموعات لأي المجموعتين ينتمون» وتصبح الدراسة 
العكس. التجريبية عندها غير متحيزة. 


ةل للك نكن ”© الدراسات التجريبية والدراسات القائمة على الملااحظة 


حدّد مإذا كان كل موقف مما يأني يمل دراسة تجريبيق أو دراسة قائمة على الملاحظة . وفي حالة الدراسة التجريبية 
اذكر كلا من المجموعة الضابطة والمجموعة التجريبية: ثم بِيّن ما إذا كانت الدراسة التجريبية متحيزة أم لا. 
6 اختر 200 طالب نصفهم خضع لأنشطة إضافية في مادة معينة» وقارن بين درجاتهم في تلك المادة . 
هذه ؤراسة قافية على الملاحظة: 
اختر 200 طالب واقسمهم عشوائيًا إلى نصفين» وأخضع إحدى المجموعتين إلى برنامج تدريبي معيّن, أمَا 
الأخرى فلا تخضعها لأي برنامج تدريبي. 
هذه دراسة تجريبية؛ لآنه تم تشييم المسبوعيين عشواناء وإخدلهها خضيعت للبرنائج العدرييي وهي 
المجموعة التجريبية» والأخرى لم 7 تخضع لأي برنامج تدريبي وهي المجموعة الضابطة» وهي دراسة 
متحيزة؛ لأن كل طالب يعرف المجموعة التي ينتمي إليها. 
أيْ تحقق من فهمك 
حدّد ماإذا كان الموقف الآني يمثّل دراسة تجريبيةة أو دراسة قائمة على الملاحظة ,* اله شرفي جريبية 
اذكر كلا من المجموعة الضابطة والمججموعة التجرييية) ثم بين ما إذا كانت الدراسة التجرييية متجيزة أم لا 


آرة التع ليم 
3) اختر 80 طالبًا جامعيًا نصفهم درس الإحصاء في المدرسة الثانوية» وقارن نتائج المجموعتيي في مسساقع,.- ., 


للإحصاء تم تدريسه في الجامعة. 3 - 2021 


م0 


- 
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كيف تعرف متى ُستعمل الدراسات المسحية أو الدراسات التجريبية أو الدراسات القائمة على الملاحظة؟ تستعمل 

الدراسات المسحية عند الرغبة في جمع بيانات» أو آراء أفراد المجتمع حول موضوع معين. بينما تُستعمل الدراسات 
القائمة على الملاحظة عند الرغبة في دراسة أثر معالجة سابقة تعرض لها أفراد من المجتمع دون أي تأثير عليهم من 

الباحث» وتستعمل الدراسات التجريبية عند الرغبة في اختبار طريقة جديدة» أو في دراسة نتائج معالجة مقصودة يؤثر 
الباحث بها في مجموعة من الأفراد يتم تعيينهم عشوائيًا. 


الفراساة السحهية والتعرنبية والقاكية غات لمانا حففة 


حدّد ما إذا كانت كل من الحالات الآنية تتطلب دراسة مسحية؛ أو دراسة قائمة على الملاحظة: أو دراسة تجريبية» 
وفسّر إجابتك: 
3) تريد أن تختبر طريقة معالجة لمرض ما. 
يستدعي ذلك إجراء دراسة تجريبيّة يكون المستهدفون فيها مرضى يشكّلون المجموعة التجريبية» وتخضع 
هذه المجموعة للعلاجء بينما يخضع أفراد المجموعة الضابطة الآخرون وهم مرضى كذلك لعلاج شكلي. 
م( تريد أن تجمع آراءً حول القواعد المعتمّدة ة في انتخاب رئيس الصف. 
يستدعي هذا دراسة مسحية للآراء» حيث من الأفضل أن تختار أشخاصًا من الصف بصورة عشوائية؛ لتحصل 
على عينة غير متحيزة. 
©) تريد أن تعرف ما إذا كان التدخين لمدة 10 سنوات يوْثّر في سعة الرئة أو لا. 
يستدعي هذا إجراء دراسة قائمة على الملاحظة تقارن فيها سعة رئة المدخنين لمدة 10 سنوات؛ مع سعة الرئة 
لعدد مساو لهم من غير المدخنين 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 

حدّد ما إذا كانت الحالة الآنية تتطلب دراسة مسحية. أو دراسة قائمة على الملاحظة. أو دراسة تجريبية» فسّر إجابتك. 
4) ترواء ابطادع آراء طلاب مدرسة ثانوية حول وسيلة المواصلات المدرسية باستعمال مقياس متدرج 

من 1(لا أوافق مطلقًا) إلى 5 (أوافق بشدة). 


التمييز بين الارتباط والسببية إن أي علاقة تظهر بين نتائج التجربة والمعالجة لا تعني بالضرورة أن المعالجة 
هي السبب في النتيجة. 

فعندما يوجد اتباظ بين ظاهرتين» فإن كلّا من الظاهرتين تؤثر في الأخرى فإن معرفتك بقيم الظاهرة الأولى يمكّنك من 
التنبؤ بقيم الظاهرة الثانية» والعكس صحيح» » فمثلا: هناك ارتباط بين كتل الأشخاص وأطوالهم» » فكلما زاد طول الشخص 
زادت كتلنه بشكل عام فإذا حرفت نطول ششخصي يمكدك التق يكنك» , وعندما يوعد 80080 نإن وقوع ظاهرة معينة يكون 
سببًا مباشرًا في وقوع الظاهرة الأخرى لذا فإن السببية تتضمن الترتيب الزمني» فوقوع الظاهرة الأولى أولا يكون سببًا في 
وقوع الظاهرة الثانية لاحمًا كنتيجة لذلك, فمثلا: دوران الأرض حول محورها هو السبب الوحيد في تعاقب الليل والنهار. 
وبينما يكون من السهل ملاحظة الارتباط بين ظاهرتين» فإنه من الصعب البرهنة على وجود سببية بين الظاهرتين. 


الارتباط والسببية 


بين ما إذا كانت العبارات الآتية تُظهر ارتباطًاء أو سببية» ثم فسّر إجابتك: 

3) أظهرت الدراسات أن الطلاب يكونون أقل نشاطا بعد تناول الغداء . 
العبارة تظهر ارتباطًا فقط» ولا تظهر سببية؛ لأن تناول الغداء ليس سببًا مباشرًا ولا كافيًًا وحده لقلة النشاط 
اوعدي لتر ار اعري شير ك معه. مثل نوعية وكمية الغداء. 

0) إذا رَفِعتُ أثقالاء أستطيع الالتحاق بفريق كرة القدم . 
العبارة تظهر ارتباطًا؛ لأن رفع الاثقال وحده ليس سيا مبا شرًا للالتحاق بفريق كرة القدم» فقد تكون هناك 
متطلبات أخرى تشتر ترك معه. مثل: المهارة واللياقة وغيرها. 

( عندما ثرى الشسين يكون النهار قد طلع: 5 
العبارة الواردة تظهر سببية؛ لأنه ليس هناك عوامل أخرى مع الشمس يلزم وجودها اجيج ماوع جاده : 

أ تحقق من فهمك 

ين ما إذا كانت العبارة الآنية تُظهر ارتباطًاء أو سببية» ثم فسّر إجابتك. كارك كم 


: 1 هن معنالءع عه بمأكاصأالطا 
5) عندما أدرس أحصل على تقدير ممتاز. 3 - 2021 


إذا لم يوجد أي سبب آخر 
يعطي النتيجة فإنك تفترض 
السببية. 
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خخ 0 


حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتى تتبنَّى عينة متحيزة» أو غير 
متحيزة» وفسّر إجابتك: رمثال 1) 
الوجبة المفضلة للناس. 
2( الاستفسار من طلاب صف معين من المتميزين في مادة العلوم عن 
أفضل المواد لديهم. 
3 الاستفسار من الطالب الذي ترتيبه 20 من كل 20 طالبًا يخرجون من 
4) دراسة مسحية: بين ما إذا كانت الدراسة المسحية الآتية تتبنى 


عينة متحيزة أو غير متحيزة» فسّر إجابتك. 
استطلاع آراء طلاب في كلية الطب؛ لمعرفة المهنة المستقبلية 
المفضلة لدى الشباب. 


حدّد سؤال الدراسة المسحية الذي تحصل منه على الإجابة المطلوبة 
بشكل أفضل. (مثال 2) 


5) يريد زاهر أن يحدد فريق كرة القدم الأكثر شعبية في المملكة. 
3) ما اسم فريق كرة القدم الذي تفضله في مدينة الرياض؟ 
) ما اسم فريق كرة القدم الذي تفضله في المملكة؟ 
©) ما مدى تقديرك لفرق كرة القدم في المملكة؟ 
6) يريد سليمان أن يحدد الرغبة في تكوين أول ناد للشطرنج في المدرسة. 
3) في أي يوم ترغب في أن تتأخر في المدرسة؟ 
) هل تحب الشطرنج؟ 
©) هل تحب أن تنضم إلى نادي الشطرنج في المدرسة؟ 
7 يريد هاني أن يتعرف إلى الطالب المثالي في المدرسة. 
3) من ترى أنه الطالب المثالى فى المدرسة؟ 
) هل تُفضّل الطالب الذي لا يبادر بالمساعدة» أم الذي يبادر بها؟ 
©) إذا طُّلِب إليك إبداء الرأي» فهل تفعل؟ 
حدّد ما إذا كان كل موقف من المواقف الآنية يمثل دراسة تجريبية؛ أو 
دراسة قائمة على الملاحظة؛ وفي حالة الدراسة التجريبية» اذكر كلا من 


المجموعة الضابطة والمجموعة التجريبية» ثم بِيّن ما إذا كانت الدراسة 
التجريبية متحيزة أم لا: (مثال 3) 


8) قبل الاختبار» قام المعلم باختيار شعبتين من الصف نفسه بشكل 
عشوائي» وقام بمراجعة المادة لطلاب إحداهماء بينما لم يراجع 
المادة لطلاب الشعبة الأخرى. ثم قام بمقارنة نتائج الاختبار لهما. 


9 وجد عادل 100 شخصء نصفهم متطوعون في مأوى الفقراءء وقارن 
بين متوسطي الدخل السنوي لأفراد المجموعتين. 

0 اختر 300 شخص. واقسّمهم عشوائيًا إلى مجموعتين: إحداهما تقرأ 
القرآن لمدة ساعة قبل النوم» والأخرى لا تفعل شيئّاء ثم قارن بين 
كيفية نوم كل من المجموعتين. 


1) اختر 250 شخصًا نصفهم في الفرق الرياضية» وقارن بين كمية الوقت 
الذي يمضونه في حل الواجبات. 


2) اختر 100 طالب نصفهم في نادي اللغة الإنجليزية» وقارن بين 
درجاتهم في اللغة الإنجليزية. 

حدّد ما إذا كانت كل من الحالات الآنية تتطلب دراسة مسحية. أو دراسة 

قائمة على الملاحظة, أو دراسة تحريبية» وفسّر إجابتك: (مثال 4) 


3) تريد اختبار علاج لمعالجة الصلع عند الرجال. 
4) تريد استطلاع آراء أشخاص حول سياسة جديدة لشركة. 


5) تريد معرفة ما إذا كان عدد سنوات الركض يؤثْر فى حركة الركبة أو لا 

6( تريد معرفة ما إذا كانت المشروبات الغازية تؤثّر في جدار المعدة أو لا. 

7) تريد اختبار معالجة معيّنة تبعد الحيوانات عن البساتين التي تحوي 
غزلانًا. 

ِيّنَ ما إذا كانت كل من العبارات الآتية تظهر ارتباطًاء أو سببية» وفسّر 

إجابتك: (مثال 5) 

8( عندما أمارس الرياضة» أكون في وضع نفسي أفضل. 

19( عندما يكون الجو باردًا وممطرًا بغزارة» لاا نذهب إلى المدرسة. 

00) عندما يكون الطقس حارًا في فصل الصيف, يكثر بيع المشروبات الباردة. 

1) كثرة القراءة تجعلك أكثر ذكاءً. 


22( ذلك الأبحاث على أن من يتقن 
للإصابة بالمرض. 


يتقن أكثر من لغة» يكون أقل إمكانية 


235 النوم بحذائك يؤدي إلى شعورك بالصداع. 


العمل في الشركة وكان أحد أسعلة عامل 


خبرته التي اكتسبها ف في الشركة؟ هل هذه دراسة مسحية متحيزة؟ 
فسر السبب. وزارة التعليح 
ها معنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 3-1 والقائمة على الملاحظة ‏ 89 


مسائل مهارات التفكير العليا 


25 اكتشف الخطأ: طُلب إلى كل من سامي وهشام أن يصمم دراسة 
تجريبية غير متحيزة. هل وفق أي منهما في ذلك؟ فسّر إجابتك. 


سامي 


٠‏ خدز مجموعة من 20 شخصًا بطريقة 
عشوائية . 


٠‏ اطلب إلى نصفعم عشوائيًا الالتزاء بحمية 
تعتمد على الفواكه بالكامل لمدة 3 أسابيح . 


. قارت بين أوزانهم بعر الأسابيح الثلاثة‎ ٠ 


لبن 3 
٠‏ خخز 20 لاعبًا لكرة القدم. 


500 اطلب إلى نصفعم عشوائيًا أنث يقفزوا‎ ٠ 
. قفزةإلى أعلى في اليوم‎ 


٠‏ قارث عددمرات القفزإلى أعلى التي تستطيح 


كل مجموعة تنفينها بعر الأسابيح الثلاثة . 


6*) تحدٌّ: كيف تظهر الدراسة المسحية عبر الهاتف تحيّرًا للعينة؟ 


7) اكتب: قارن من خلال ذكر أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين العينة 
العشوائية في اختيار الأفراد من المجتمع» وبيّن الاختيار العشوائي 
لأفراد المجموعة الضابطة فى الدراسة التجريبية. 


8) مسألة مفتوحة: اذكر مثالا من واقع الحياة لكل دراسة مما يأتي؛ 
وحدّد عدد أفراد العينة» وكيفية اختيارها. 


6 مسحية 
) قائمة على االملاحظة 


©) تجريبية 


9) تبرير: كيف يحدث التحيّز في الدراسة التجريبية؟ وكيف يؤثْر في 
النتيجة؟ أعطٍ مثالّا على ذلك. 
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إذا كان (3- ,2) - 11 ,(6 ,1) ح بى تأرجة كلاهنا يأتي: (الدرس 1-2) 
0 211 

51 كاد 

211-37 2 

أوجد الصورة الإحداثية» وطول 718 المعطاة نقطتا بدايته ونهايته في كل 
مما يأتي: (الدرس 1-4) 

402, 2,7(,8)1,3,-4( 35 

4) (8)7,1,8 ,(10 ,5 ي4)4 

حوّل الإحدائيات القطبية إلى إحداثيات ديكارتية لكل نقطة مما يأتي: 
(الدرس 2-2) 


)3,9009 )55 


6 (2,2100) 
وج 


عبر عن كل عدد مركب مما يأتى بالصورة القطبية: (الدرس 2-3) 
8 64+81 


-1-24 )9 


حدٌّد ما إذا كانت كل حالة من الحالات الآنية تمثّل دراسة تجريبية أو دراسة 
قائمة على الملاحظة» وإذا كانت دراسة تجريبية» فحدّد المجموعة 
اساي ا كاوه 


إحداهما تقوم بالكترينات الرياضية مدة ساعة واحلة 0 


والأخرى لا تقوم بهذه التدريبات» ثم قارن بين كتلة الجسم لكل من 


المجموعتين. 
41) اختر 200 طالب» نصفهم يمارس كرة القدم» وقارن فترة النوم بين 
المجموعتين. 060 ار.وءة 


42) اختر 100 طالب جامعي» نصفهم لديه وظيفة بدوام جزْئي» وقارن 
معدلاتهم التراكمية. وزارة التعليح 
1 دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
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ا ل البيانيك : 
تفويم البيانات المنشورة 
83 لع اطنط ع ]ةنا اباط 


رابط الدرس الرقمي 


يمكنك استعمال الحاسبة البيانية ©:15م11-115» مع تطبيق القوائم وجداول البيانات لتقويم البيانات 
التي يمكن الحصول عليها في الواقع. 

يبين الجدول أدناه عدد السيارات التي باعها معرض للسيارات خلال الفترة 1985-2009» وقد قام 
المعرض بتمثيل هذه البيانات بالأعمدة البيانية كما في الشكل المجاور؛ وعرضها في إحدى الصحف» 
وذلك لدعم المقولة بأن مبيعات المعرض تزداد بشكل كبير جدًا. هل هذا صحيح؟ 


تقويم التمثيل البياني للبيانات . 

الخطوة 1 أدخل البيانات في صفحة من تطبيق القوائم وجداول البيانات. 
٠‏ اضغط 50©) ومنها اختر [َدّ . 
» اكتب عنوان البيانات (07©215) فى أعلى العمود (كى) و (0215) فى أعلى العمود (6 . 
3 لإدخال فئات السنوات في كل خلية بالضغط على © ال ثم اختيار '»فمثلا 
لإدخال الفئة الأولى من السنوات في الخلية .4 اكتب "85-89" ثم اضغط 839© » 
وكرّر ذلك لبقية فئات السنوات. 
٠‏ استعمل الأسهم لإظهار الخلية 8 ثم أدخل البيانات لكل فئة من السنوات. 


الخطوة 2 مثّل البيانات التي تم إدخالها بالأعمدة. 
> 00 9 ن مر أ 3لبيانات ل 8:التمثيل البياني المختصر 


القائمة كا َ- قائمة موجزة: -. . 
٠.‏ اختر 776815 فى ' 0 *” لظا وَ صفحة جديدة من 


م سد لق لإنيار التمثيل البياني على صفحة جديدة: ثم اضغط أنف] 


* لمشاهدة المعلومات عن أي عمود في التمثيل البياني» قم بالإشارة إلى ذلك العمود 


حلل النتائج 
قارن تمثيلك البياني بتمثيل الصحيفة. ل الل 26 


1( هل يعرض التمثيلان البيانات نفسها؟ .: 
© أي التمثيلين يُظهر أن مبيعات المعرض تزداد بشكل أكبر؟ ولماذا؟ وزارة التحعليم 
3) لماذا اختار المعرض أن يعرض بياناته بهذه الطريقة؟ هل هى مقبولة؟ ولماذا؟ مهنامعنبلع عه ومأكاصأالا 
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رابط الدرس الرقمي 


لقاع الها 
ل 
15ك/[| 603 51361561631 : اس 
1 / لك فقن 
١ ' 2‏ : 5 5 7 سسْسلرريووؤوؤوؤوج ا | 
قيمنا سيق: الملاة!! 5 3 
تي كن شارك أمجد في 18 سباقًا جبليًا للدراجات خلال العام الماضيء ويُمثّل الجدول . 
شاك ا 00 8 8 5 
التشتت. (مهارة سابقة) المجاور الزمن بالدقائق والثواني الذي استغرقه للوصول إلى خط النهاية في كل 
ْ منها. أي من مقاييس النزعة المركزية يفضل أن يستعمله أمجد لوصف هذه الأزمنة؟ 
الللإنركان + و ١‏ ان ووواسعاد سسا بوي 
أختار مقياس النزعة الاستنتاجات المتعلقة بالدراسة يب يَسَمى التحليل الإحصائي لها. 
المركزية الأنسب لتمثيل 
البيانات. التحليل اللإحصاتي البيانات الموجودة في الجدول أعلاه تشتمل على متغير؛ لذا 3 تسمى بيانات في متغير واحد. 
5 أجد هامش خطأالمعاينة ولوصف مثل هذه البيانات» يستعمل أحد مقاييس النزعة المركزية. الذي يشير إلى متوسط البيانات أو منتصفها 
و ستعمله. 1 (مركزها). وأبرز هذه المقايد المتوسط الحساد والوسيط والمنوال. 
يبسن هو بي 
" أستعمل مقاييس التشتت والآن: اختار مقياس لوصف البيانات يمكن استعمال الجدول أدناه: 
لمقارنة مجموعات من 
البيانات. 
9 مقاييس النزعة المركزية 
(االمفرردااات: 20 
التحليل الإحصائي مجموع القيم مقسومًا على عددها لا توجد في البيانات قيم متطرفة. 
5أكل[| 30 أهعنأكتاهاد العددالذي يشغل موقع المنتصف عند ترتيب 
اللعاك..] القيم تنازليًًا أو تصاعديًا في مجموعة بيانات توجد في البيانات قيم متطرفة: 
اها 7 عددها فردي؛ أو هو المتوسط للعددين ولا توجد فجوات كبيرة فى 
كت 2 متكي واه الموجودين في المنتصف» في مجموعة بيانات منتصف البيانات. 
3 5 يو و يان د 
8 عأوأ دتما عددها زوجي ومرتبة ترتيبًا تصاعديًا أو تنازليًا. 
572003002070007 ٍْ 1 القيمة الآكثر تكرارًا أو شيوعًا بين القيم. تحوي البيانات قيمًا متكررة. 


ل معلمع! امتامع أ0 عاناكوعمر 


الت 3530-01-57 مناييس النزعة المركزية 

عع موقم 1 5 0 نا 0 ١‏ 

5 3) زمن السباق 00 إلى البيانات في سباق الدراجات أعلاه» أيّ مقاييس النزعة المركزية يصف البيانات 
أأا5]2 0 كيت 1 

0 بما أن البيانات تتتشر ولا يظهر فيها قيم متطرفة» يكون المتوسط هو الأفضل. 

؟ملء عل اام صدد أه متأم تقد م( أي من مقاييس النزعة المركزية يناسب البيانات في الجدول المجاور؟ ولماذا؟ 

عبان لمت بما أنه توجد قيم متطرفة ولا يوجد فجوات كبيرة في منتتصف البيانات» فإن 

1101 أ0 ع الاكقع ا الوسيط أفضل من غيره لتمثيل البيانات. 

اين ألا تحتق من فهماك 

0 1) تمنح مؤسسة جائزة كبرى قيمتها 20000 ريال» و30 جائزة أخرى قيمة كل منها 500 ريال أي مقاييس النزعة 
الاتحرا ف المعياردي المركزية يلاثم البيانات بصورة أفضل؟ ولماذا؟ 


51310310 6/01 


يوجد نوعان من المقايبس يمكن استعمالهما لمجموعة من البيانات» هما المَعْلَمة وهو مقياس يصف خاصية فيٍ 

المجميع . والإحصائي وهو مقياس يصف خاصية في العينة. فمتوسط دخل الفرد في المملكة هو مثال على المَعلمة» 

أما دخل الفرد في مدينتك التي تسكنهاء » فهو مثال على الإحصائي . ويتم تحديد مجتمع الدراسعةؤيي رضوء الهاينهومين 
الدراسة» فإذا أراد باحث مثلًا تعرف مدى رضا معلّوِي الرياضيات عن المناهج الجديدة في المَحَلكةٍ »إن 6 

القيمة المتطرفة 50 الدراسة يكون ن جميع معلّوي الرياضيات الذين يدرّسون المناهج الجديدة في المملكة, ولصعوبة إجراء راج | 

هي واحدة من البيانات اكبر أو جميع المعلمين» » فإنه يتم اختيار مجموعة صغيرة ة والتي تمثل عينة الدراسة. :0 
اصغر كثيرًا من بقية البيانات. مه لع نالع عه بومأكتاص ألا 
3 - 2021 
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وعند سحب عيئة من مجتمع فهنالك خطورة من وجود خطأ في المعاينة ناتج عن إجراء الدراسة على عينة من 
المجتمع وليس على المجتمع بأكمله يسمى هامش خطأ المعاينة. وكلما زاد حجم العينة قل هامش خطأ المعاينة» 
ويُحَدَّد هامش خطأ المعاينة الفترة التي تدل على مدى اختلاف استجابة العينة عن المجتمع» وهذا يعني أنه يصف 
المدى الذي تقع فيه نسبة المجتمع فيما إذا أجريت الدراسة على المجتمع بأكمله. 


عند سحب عينة حجمها :1 من مجتمع كلي؛ فإنه يمكن تقريب هامش خطأ ا لمعاينة بالقيمة ل + 


في دراسة مسحية عشوائية شملت 2148 شخصًاء أفاد 0 منهم أن كرة القدم هي لعبتع م المفضلة: 
3) ماهامش خطأ المعاينة؟ 


كتابة هامش خطأ المعاينة 


نكتب هامش خطأ المعاينة تكد بح هامش خطأ المعاينة قانون هامش خطأ المعاينة 
عادة على صورة نسبة مئوية. 1/7 
1 
لابح 838 - 1 
1,8 
16 ب بشط 


إذن هامش الخطأ للمعاينة 22.1696 تقريبًا 


() ما الفترة الممكنة التي تتذ تتضمّن نسبة المجتمع الذين أفادوا أن كرة القدم هي لعبتهم المفضلة؟ 


50 ح-ح 2.1690 + 5890 50 -ح 2.1690 - 5890 
لقره الممكنا الى مسن ضمن نسبة المجتمع الذين أفادوا بأن كرة القدم هي لعبتهم المفضلة تقع بين 55.8490 
و 60.1696 أي تقع في الفترة (60.1670 , 55.8496). 
أ تحقق من فهمك 


في دراسة مسحية عشوائية شملت 3247 شخصًاء قال 06 منهم: إنهم مرتاحون للنهضة العلمية. 
218) ما هامش خطأ المعاينة؟ 


8) ما الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة أفراد المجتمع المرتاحين للنهضة العلمية؟ 


مقاييس التشتت تصف مقاييس التشتت مقدار تباعد البيانات أو تقاربهاء ومن أشهر مقايبس التشتت التباين» 
والانحراف المعيارى . ويصف هذان المقياسان مدى بعد مجموعة البيانات عن المتوسط أو قربها منه. 


مقاييس التشتت 


درست سابقًا مقاييس التشتت يُمثْل الرمز 36 المتوسط للعينة ويقراً 2 بارا» ويمثل الرمز هم المتوسط للمجتمع ويُقرأ «ميو». ويحسب كل من 

(المدىء الربيعات؛ المدى المتوسط للعينة والمتوسط السجمع بالطريقة ذاتهاء أما طريقة ة حساب الانحراف المعياري لكل من بيانات العينة 

الربيعي؛ الانحراف المتوسط. وبيانات المجتمع» » فتختلف» وفيما يأتي توضيح لطريقة حساب كل من الانحراف المعياري للعينة )ويّرمز له بالرمز 5» 
والانحراف المعياري للمجتمع (ويرمز له بالرمز © ويقرأً «سيجما»). 


حيث 1 عدد قيم العينة وَ 7 المتوسط الحسابي حيث 7 عدد قيم المجتمع و // .ا لمتوسط 
للعينة و2 قيم العينة. الحسابي للمجتمع وَ :2 شيم المجتمع + 
3 - 2021 
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4 


مثال 5 من واقع الحياة 


درجات اختبار: تخصل طلاب المعلء صالح فى اتخارين متعاليين على المتوميط نفسه في اختبار الرياضييات 
وهو 75 . إذا علمت أن درجات الاختبارين كما يأتي: 


الانحراف المعياري 


الاختبار لل الاختبار 15 


100, 100, 90, 10, 100, 95, 10, 95, 85 5075757075756 
100, 100, 85, 15, 95, 20, 95, 90, 100, 75, 75,80, 75,75, 70,850,705 
100, 90, 10, 100, 100, 5 75,75, 75, 5 5 


([ الربط مع الحياة 
3) بِيّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثل عينة أم مجتمعًاء ثم أوجد الانحراف المعياري لدرجات الاختبار . 


الخطوة 1 بما أن المتوسط 75 للاختبار كاملا » فهو يمثل متوسط المجتمع. ومن هنا فإن: 
5 حديلء 


يستعمل المعلمون الأنواع 
المختلفة من الأسئلة الموضوعية 
والمقالية لتقدير درجات طلابهم. 


الخطوة 2 أوجد الانحراف المعيارى. 
ٍِ ِ 
“زر - ع رج 
لسيلحة -0 قانون الاتحراف المعياري 
2 - 75) + 75(2 - 75) + ... + 75(2 - 80) + 75(2 - 85) 


المتوسط للمجتمع 525 
عندما يكون المتوسط 
للمجتمع / معلوماء يمكنه 
أن يحل مكان المتوسط 
للعينة 3 . 


9 بح 


م( استعمل الحاسبة البيانية؛ لإيجاد الانحراف المعياري للاختبار 8. 
اضغط 600 ثم د وأدخل القيم (الدرجات) في العمود 2. 


المتوسط والانحراف 

المعياري للعينة 000 الإحصائيات اضغط وكم كم اخد عدر | 4 الخحصه الام0© :(0][,1),ق اعم 0 - 

إذا قازن المعلم صالح رجات : الحسابات الاحصائية 1 ع أحادى المتغير ... عضا اعحادي الفتكين _- | االعتوات 
طلابه بدرجات طلاب آخرين ومنها أه : 3 75 


في اختبار وطني مثلا؛ فإن 
درجات طلابه تُعدُ عينةٌ من 
درجات كل الطلاب الدين 
تقدموا للاختبار» وعليه أن 
يحسب 3 5 في هذه الحالة. 


1725 
ثم اضغط |[بوائق] |بوائق] 2 19175 
التوسظ لدرجات الاخيان13 ساو 79 الست 


( اب ع ا م ولا 
الاختبار هه أكثر تجانساء اد ليجات تي قو ميد ل وا 
جدَّاء ودرجات لآخرين دون المتوسط كثيرًا. 


8) احسب المتوسط والانحراف المعياري للمجتمع للبيانات المحدّدة في 
الجدول المجاور. 

08 ضع 70 مكاث 90 فى الجدول المجاون: ماذا تتوقع أن يحدث لكل من 
المتوسط والانحراف المعياري؟ أعد الحسابات للتحقق. 

©5) اختير (5) طللاب عشوايًا من فصل دراسي» وقيست أطوالهم فكانت:175 00 لي 
7 سم 170 سم. بيّن ما إذا كانت هذه البيانات تمثل عينة أم مجتمعًاء ثم أوجد الانحراف المغياري لأطوال 
هؤلاء الطلاب. وزارة التعليم 


دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 
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4 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


:خخ ااا 


أي مقاييس النزعة المركزية يصف بصورة أفضل البيانات الآنية؟ 09 تمارين رياضية : فى دراسة مسحية شملت 4213 شخصًا اختيروا 
ولماذا؟ (مثال 1) بطريقة عشوائية» أفاد م789 منهم أنهم يمارسون الرياضة لمدة ساعة 
1) 781,776,758 ,833,796 أسبوعيًا على الأقل. 
2 19.2 ,40.4 ,36.8 ,37.2 8) ما هامش خطأ المعايئة؟ 


3 60,69 ,63,58 ,65 ,55 ,60 ,17 ,65,70 0 0000 ل 1 
م( ما الفترة الممكنة التي تحتوي على نسبة المجتمع الذين 


4 55,49 ,61 ,59 ,46 ,61 ,53 بعارسوة الرباهنةساعة واحذة على الأقل أسبرعة؟ 
8 ليك رصح الجدرا ده عاد المعراك كل طرق حفن 0 قياقة تند دعاءةالسرعات التضرى على اللرقات فادها سوراف 


8) فيمايأتى السرعات القصوى (501/11) للطرقات جميعها فى 
إحدى الدول بين عدتها وقراها. بِيّن ما إذا كانت هذه البيانات 
تمثل عينة آم مجتمعاء ثم أوجد الانحراف المعياري للسرعات 
في الجدول أدناه. (مثال 3) 


السرعات القصوى للطرقات جميعها (221/12) 
6) طقس : يبيّن الجدول أدناه» درجات الحرارة في أثناء النهار ولمدة 0 | 65 | 75 |70 | 70 | 75 |65 |65 |70 |70 
أسبوع بالدرجات الفهرنهايتية: 
9) إذا كان الانحراف المعياري للسرعات القصوى (ط//قحم) 
لاحو لكايه الارقات ججميعها فن دولة اشر (24) وقارة الاتسراق 
المعياري للسرعات في كلا الدولتين. وماذا تستتتيج؟ 


131') تدريب: فى أثناء التمرين سجّل سلطان الأزمنة التى ركض فيها 
سافة 400 ينما إذا كانت هذه البيانات تمل عينة آم ميتمنتاء قو 
أوجد الانحراف المعياري للبيانات في الجدول أدناه. 12) 
اختبارات: فيما يأتى درجات ما ع طلاب فى اختبار 
من 25 درجة. 1 ا 


67 ألعاب أولمبية: فى دراسة مسحية عشوائية شملت 5824 
شخصّاء أفاد 2996 منهم أنهم سيشاهدون الألعاب الأولمبية على 
التلفاز. (مثال 2) 


درجات 10 طلاب في اختبار من 25 درجة 


8) ماهامش خطأ المعاينة ؟ 


2) ما الفترة الممكنة التى تتضمن نسبة اله جتمع الذين سوف م أوجد الانحراف المعياري للبيانات» وقربه إلى أقرب جزء 
يشاهدون الألعاب الأولمبية على التلفاز ؟ من مئة. 
8 رياضة: فى دراسة مسحية عشوائية شارك فيها 5669 شخصّاء ©) على افتراض أن الدرجة 20 كانت خطأء وتم تعديلها إلى 225 
وجد أن 3190 منهم يشاهدون مباراة واحدة على الأقل في كرة القدم كيف يتأثّر كل من المتوسط والوسيط بهذا التغيير؟ 
0 5 © ...6ه 
() ما الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة المجتمع الذين يشاهدون ا 
5 5 ا 2 وزارة التعليح 
مباراة واحدة على الآقل في كرة القدم شهريا؟ صمعمعسلع عه وماكأطتيا 
3 - 2021 


الدرس 3-2 التحليلالإحصائي ‏ 95 


13) مدارس: يوضح الجدول أدناه عدد الطلاب لكل معلم في مدارس 
إحدى المناطق التعليمية: 


8) ما مقياس النزعة المركزية الأنسب لهذه البيانات؟ ولماذا؟ 

) بِيّن ما إذا كانت هذه البيانات تمل عينة أم مجتمعّاء ثم أوجد 
الانحراف المعياري للبيانات» علمًا بأن المتوسط الحسابي لها 
يساوي 225 وقربه إلى أقرب جزء من مئة. 


مسائل مهارات التفكير العليا 


4) مسألة مفتوحة: اجمع بيانات في متغيّر واحد» ثم صف مقاييس 
النزعة المركزية ومقايبس التشتت المناسبة لهذه البيانات. 
5) تحدٌء إذا أيّد م679 من المستهدفين موضوع دراسة مسحية» 


وكانت الفترة الممكنة التي تتضمن نسبة أفراد المجتمع المؤيدة هي 
0--64.800. فكم شخصًا تناولت الدراسة المسحية رأيهم؟ 


6) تبرير: حذفت قيمة متطرفة كبيرة من مجموعة بيانات» كيف 
يؤثّر ذلك في المتوسط والانحراف المعياري لمجموعة البيانات؟ 
وضّح ذلك. 


يؤثّر ذلك في المتوسط والوسيط والانحراف المعياري؟ فسّر 
إجابتك. 


8) اكتب: قارن بذكر أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين المتوسط 


حدّد إذا كانت كل دراسة مسحية مما يأتى تتبنى عينة متحيزة أو غير متحيزة» 
وفسّر إجابتك. (الدرس 3-1) 


9) قام باحث بإرسال استبانة إلى كل شخص تنتهي بطاقة الهوية الخاصة 
به برقم معين. 


20 


- 


إيجاد أطوال أعضاء فريق كرة السلة لتحديد المتوسط الحسابي 
لأطوال طلاب المدرسة. 


6 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


أوجد الضرب الداخلي للمتجهين 84,7 في كل مما يأتي. ثم حدّد ما إذا 


كانا متعامدين أو لا. (الدرس 1-5) 

21) (8,1,1-) - 0 ,(1,3,5) - نا 

2) (2,3,4) - , ,(6 ر4 ,2-) - ن 

1 - )3,4, 5(, 7 - )-1,-3,-5( )3 


4) ع6 + ز4 +21 - د31 + ز8 - ز8 ح نا 


أوجد زوجين مختلفين كل منهما يمثل إحداثيين قطبيين لكل نقطة معطاة 


بالإحدائيّات الديكارتيّة في كَّ ممايأتي: (الدرس 2-2) 
25) (6,11) 
6 9,2-) 


)3,1( )7 


8) إحصاء: في مجموعة من تسعة أعداد مختلفة» أي مما يأتي لا يؤثّر 
فى الوسيط؟ لم مضاعفة كل عدد ‏ 8 زيادة كل 
عدد بمقدار 10 

) زيادة القيمة الصغرى فقط 0 زيادة القيمة الكبرى فقط 

9) درجات اختبار: كانت درجات 5 طلاب اختيروا عشوائيًا فى فصل 
دراسي كما يلي 55 ,45 ,30 ,50 ,70. بين ما إذا كانت هذه البيانات 
تمثل عينة أم مجتمعًاء ثم احسب الانحراف المعياري لدرجاتهم إلى 


ه 40 8 15 
© 14 2 13 
© ووهة© 


©608.*. ...ووه 

2.089 *.ل*. ".٠ه‏ 
وزارة التعليح 
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اللاحتمال المشروط 


ااأطقطموءط اهمه 00011 


قيما سوق: اليمماذ! (9 
درست مفهوم الاحتمال وكيفية 0 5 
حسابة . (مهارة شابقة) يختبر هيثم دواء يقي من بعض الأمراض. وتوجد 
مجموعتان من الأشخاص إحداهما تجريبية تم إعطاء 
زولا ار ره الدواء الحقيقي لأفرادهاء بينما تمّ إعطاء دواء شكلي 
ادح نر كالعة (غير فعّال) للمجموعة الأخرى (المجموعة الضابطة). 
5 حادثة أخرى قد وسح لمم ل على النتائج» يريك هيثم أناسعه اماك 
* أستعمل الجداول التوافقية بقاء المستهدفين أصحاء نتيجة الدواء. 
لإيجاد احتمالات مشروطة . وهذا المثال يُفسّر مفهوم الاحتمال المشروط. 
[المغراداات: الاحتمال المشروط يُسمّى احتمال وقوع الحادثة 8 بشرط وقوع الحادثة ى احتمالا مشروطًا. ويرمز له بالرمز 
الاحتمال المشروط لمحي حا د ل 
أاأطوطمءم أدممن0ل0م 
الجدول التوافقي ا 
عاطةا (ممعع لتأممء ٍِ الاحتمال المشروط 


التكرار النسبي إذا كانت 8 , 4 حادثتين غير مستقلتين؛ فإن الاحتمال المشروط لوقوع الحادثة 28 إذا عُلم أن الحادثة 4 


/0لعنالع؟!] عناناداء؟ قعت يعرّف التو 5 
وكدد وى 8قمم 


١0‏ 01 وبر 


- يه | 8)م 


الاحتمال المشروط 
ألقت عبير مكعب أرقام مرةً واحدةً. ما احتمال ظهور العدد 3» علمًا بأن العدد الظاهر فردي؟ 
توجد 6 نواتج ممكنة من إلقاء مكعب الأرقام مرةٌ واحدةً. 


لتكن 4 الحادثة التى يكون فيها العدد الظاهر عددًا فرديًا. 
ولتكن 8 الحادثة التى يظهر فيها العدد 3. 


1 َك ح رماطم 3 نواتج ذات عدد فردي من بين 6 نواتج 
- ح (8 م )م2 واحد منالنواتجالستة فردي ويُمثّل العدد 3 
ا ح (م | 8)ط احتمال وقوع الحادثة 8 علمًا بأن الحادثة 4 قد وقعت 
1+1-1- - (8 م مط , 4 - رمام 


احتمال ظهور العدد 3 علمًا بأن العدد الظاهر فردي هو ل . 


1( يحتوي كيس على 52 بطاقة مقسمة إلى أربع مجموعات لكل منها لون من الألوَّن رَلانة : الأخِيريُو لأخضر 
والأزرق والأصفرء ورقمت بطاقات كل لون بالأعداد من 1 إلى 13. إذا سحبت نوال“بطاقةء قم أحتّمال أن 
تحمل هذه البطاقة العدد 3 علما بأن ما سحبته كان العدد 11 أو 12 أو13؟ وزارة التح ليم 


حه نان وعنلءع عه بمأكاصاالطة 
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الدرس 3-3 الاحتمال المشروط 57 


حل مخت 
يمكن اختصار الحل في 
المثال 2 باستعمال الجداول 
التوافقية وفضاء العينة 


المختصر على النحو الآتي: 
احتمال أن يكون الشخص 
معافى بشرط أنه يمارس 
المشي هو 


500 
دوم - 11 | 8) م 


كتابة الاحتمال 


تذكر أن الاحتمال يُعبّر عنه 
بكسر اعتيادي أو بكسر عشر يي 
أو بنسبة مئوية. 


الجداود 0 الجداول النواقةة هي جداول تكرارية ذات بعدينء ا حيث 


ا له 


مثال 2 من واقع الحياة 


فيه الخلية» أوعسوا إلى مجموع التكرارات في العمود الذي 
ية في إيجاد الاحتمال المشروط. 


الجداول التوافقية 


مشي: أوجد احتمال أن يكون شخص 
اختير عشوائيًا معافى. علما بأنه يمارس يمارس المشي (0) لا يمارس المشي (5700) 
المشى. بيذ 1600 1200 


400 500 


عدد الأشخاص الكلى في الدراسة 400 + 1200 + 800 + 1600 ويساوي 4000 شخصء. ويراد إيجاد احتمال 


7 علمًا بأن 117 قد وقع. 
(117 )5 5 ٍ 
ال تك ل كد 7ع)127 قانونالاحتمالالمشروط 

2د رار ون 

_ 50 _ 1600+ 0 _ 8500 . 0 

10813 110 - وي - 0117 مووي‎ 5-4000 ١0 
١ 2400 3 

احتمال أن يكون الشخص معافى» بشرط أنه يمارس المشي هو ل . 

أ تحقق من فهمك 


| © أوجد احتمال أن يكون شخص اختير عشوائيًا معافى» علمًا بأنه لا يمارس المشي. 


يمكن استعمال الجداول التوافقية 


فقية لتمثيل أي عدد من الحالات الممكنة. 


2 
أكناء 


١ 
يوضح الجدولٍ أدناه عد الطلاب الجامعيين الذين يمارسون الرياضة بشكل مننظمء » إذا اختير طالب عشوائ‎ 
فأوجد احتمال أن يكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعيء علمًا بأنه في السنة الثالثة.‎ 


11.59 تقرييًا الرياضيون الجامعيون 

8 16.670 تقريبا دوج جع سك سح سر سم 
13096تقريا 
2 19.890 تقريبًا 


اقرأ فقرة الاختبار 
تريد معرفة احتمال أن يكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعي (©1) علمًا بأنه في السنة الثالثة (77). مجموع 


الطلاب هو 1180 طاليًا. 
خل فقرة الاختبار 
كد - 79 »)م قانون الاحتمال المشروط 
310 0 36 6 + 36 
0 7 71180 -20, 0 1507 
الجواب الصحيح 5 1115 بح 90 15 -> 


© ...6ه 

© 6ى*. .*ثىووهة 
هه هوامة ا ا ا .6ه 

7 تحقق من فهمك 1 

3) أوجد احتمال أنيكون الطالب من ضمن المنتخب الجامعيء علمًا بأنه في السنة الأولى. 


8 2.596 تقريبًا © 8.490 تقر 


8 2.690 تقر 


8 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصأالطا 


0 7.796 تقويبً| - 2021 


خخ ا 


يحتوى كيس على 8 كرات زرقاء. و6 كرات حمراء؛ و10 كرات صفراء. 
و6 كرات بيضاءء و5 كرات خضراء. إذا ُحبت كرة واحدة عشوائياء 
فأوجد الاحتمال فى كل حالة مما يأتى: (مثال 1) 
1) أن تكون الكرة خضراءء إذا علم أنها ليست زرقاء. 
2) أن تكون حمراءء؛ إذا علم أنها ليست خضراء. 
3) أن تكون صفراءء إذا علم أنها ليست حمراء وليست زرقاء. 
4) أن تكون خضراء أو بيضاءء إذا علم أنها ليست حمراء. 
5) أن تكون زرقاءء إذا علم أنها بيضاء. 
6 قطاعات دائرية: رقمّت قطاعات دائرية متطابقة فى قرص من 
0 - 
1 إلى 8 إذا أدير مؤشر القرصء فما احتمال أن يستقر المؤشر عند 
العدد 8 إذا علم أنه استقر عند عدد زوجي؟ 


7 فحص القيادة : يوضًح الجدول أدناه أداء مجموعة من الأشخاص 
في فحص القيادة» علمًا بأن بعضهم أخذ حصصًا تدريبية تحضيرًا 
للفحصء والبعض الآخر لم يأخذ. إذا اختير أحد الأشخاص 
عشوائيّاء فأوجد احتمال كل مما يأتي: (مثال 2) 


م( الشخص راسب علمًا بأنه لم يأخذ حصصًا. 


( لم يأخذ حصصّاء علمًا بأنه ناجح. 


8) دروس التقوية : سجّلت مدرسة أعداد طلاب الصفين الثاني 


التقوية. إذا اختير أحد الطلاب عشوائياء فأوجد احتمال كل مما يأتي: 


8 الطالب مشارك فى التقوية علمًا بأنه في الصف الثانى المتوسط. 


) الطالب غير مشارك فى التقوية علما بأنه فى الصف الثالث 
المتوسط. 


©) الطالب فى الصف الثانى المتوسط علمًا بأنه غير مشارك. 


09 اختيار من متعدد : يُبِيّن الجدول أدناه أعداد الطلاب الذين 
حضروا مباراة كرة قدم» والذين تغيبوا عنها من السنوات الجامعية 
الأولى والثانية والثالثة والرابعة. إذا اختير أحد الطلاب عشوائياء 
فأوجد احتمال أن يكون قد حضر المباراة علمًا بأنه من السنة الثالثة. 


(مثال 3) 
أولى | ثانية | ثالثة | رابعاة 
الحضور 48 50 224 254 
8 48.690 تقريبًا 
8 77.690 تقريبًا 
© 86.290 تقريبًا 
0 91.696 تقريًا 


00( اخثيار من متعدد : يقارن عادل وإبراهيم وسعود مجموعة 
أمثال شعبية جمعوها. وتم تمثيل ذلك وفق الجدول أدناه . إذا اختير 
مثل شعبي مما جمعوه عشوائيا فأوجد احتمال أن يكون المثل 
اجتماعياء علمًا بأنه ليس مما جمعه عادل. 


ه 35.996 تقريبًا 
8 24.896 تقريبًا 
© 17.296 تقريبًا 
0 1590 تقريبًا 
إذا ألقيت أربع قطع نقد متمايزة مرةً واحدة» فأجب عمًا يأتي : 
1) ما احتمال ظهور شعارين, علمًا بوجود كتابة على قطعة واحدة 
على الأقل؟ 
12) ما احتمال ظهور 3 كتابات علمًا بوجود شعار واحد على الأقل؟ 


13 ما احتمال عدم ظهور أي شعار علمًا بأنه توجد كتابة واحدة 
على الأقل؟ 
4) ما احتمال عدم ظهور أي كتابة علمًا بأله يود 3مشعاراثٌ * 
على الأقل؟ وزارة التعليم 


هن معنالع عه بمأكاصذالطا 
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5) بطاقات: يحتوي صندوق على 52 بطاقة مقسّمة إلى أربع 
مجموعات لكل منها لون من الألوان الآتية: الأحمرء والأسود. 
والأعفرهوالازرقو وأ نميه طاقات كل لووهة 1 إن 15 
إذا سُحبت بطاقة واحدة عشوائياه فما احتمال أن تحمل البطاقة 
الرقم 9 علمًا بأنها حمراء اللون؟ 


4 يبين الجدول أدناه أعداد الألعاب الإلكترونية الموجودة لدى 
شخص. إذا اختيرت لعبة عشوائيًا فأوجد كلا من الاحتمالين الآتيين: 


8) أن تكون من ألعاب المصارعة علمًا بأنها ليست من ألعاب كرة 
القد 
1 


5) أن تكون من ألعاب سباق السيارات علمًا بأنها ليست من ألعاب 
كرة السلة وليست من ألعاب المصارعة. 


مسائل مهارات التفكير العليا 


17) تحدّه ألقى مكعب مرقم من 1 إلى 6 خمس مرات متتالية. ما 
احتمال ظهور الرقم 2 في الرميات الخمس علمًا بآن الرقم 2 ظهر في 
الرميات الثلاث الأولى؟ 


8) اكتب: فسّر الاختلاف بين الاحتمال المشروط لحوادث غير 


مستقلة» والاحتمال المشروط لحوادث مستقلة. أعطٍ مثالا لكل نوع. 


9) تبرير: إذا مَل احتمال حادثة مركبة من حادثتين بالرسم الشجري 
(شجرة الاحتمال)» ا ا ا 
المشروط . أعط مثالا لموقف يمكن تمثيله بشجرة احتمال ثم مثله 


0 تبرير: إذا رميت قطعة نقد بشكل حر 21 مرة متتالية» فما احتمال 
أن تظهر الصورة في الرمية 21؛ إذا علمت أن الصورة ظهرت في 
الرميات العشرين الأولى؟ وضّح تبريرك. 


1) مسألة مفتوحة: كوّن جدولَا توافقياه واحسب احتمالًا مشروطًا 
يرتبط بالجدول. 


0 الفصل 3 الاحتمال والاحصاء 


الاظ 10:14 03/03/2020 


2) استعمل مسطرة ومنقلة» لرسم متجه يمثّل 2012/1 - ", باتجاه 
*60 مع الأفقي. (الدرس 1-1) 


23 تعافة عالية + ا م ا 


الدخل لكل شركة بالريال 
2200 2608 25778 
278 0 255 22158 
22003 2661 22173 
2055 224 2002/0 


8 أو كادهن ارط الضبان والوسيط: 


[) بين ما إذا كانت هذه البيانات تمثل عينة أم مجتمعًاء ثم أوجد 
الانحراف المعياري للبيانات وقرّبه إلى أقرب جزءٍ من مئة. 


( لنفترض أن تقريرًا عن الشركات المذكورة ذكر أن القيمة 
22661 يالا كانت خطأء وهي في الحقيقة 1. فكيف يتأثر 


كل مق المعوسظوالوسيظ بهذا التعديل ؟ 


حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية مما يأتى» تتبنى عينة متحيزة» أو غير 
متحيزة. وفشّر إجابتك. (الدرس 3-1) 


4) دراسة مسحية تتناول موظفي مطعم. لتقرر أكثر الأطباق شعبية. 


5) دراسة مسحية تتناول رأي مرتادي مكاتب البريد» لمعرفة أكثر ألوان 
السيارات شيوعا. 


6) إذا كانت 8 ,4 حادثتين فى فضاء العينة لتجربة عشوائية ما» 
بحيث كان 0.4 - (8 نا 2)4 ,0.5 - (2)8 ,0.2ح (م) ل 
فماقيمة (8 | 72)1؟ 


ه 0.5 
8 0.6 
© 0.7 
0 0.8 


© ©#© 
1ه ه.. 
27 ونيف كرلاودكاء عقاف هر كس بوي 10 5 
3 زرقاءد نإرجا كاذ قاء . ما احتمال 0 رقا ثا: 9 
و3 زرقاء دون إرجاع وكانت زر سحب كرة زر ل 5 


مهأ أمعسلع 6ه كأ دايا 
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0 لكصا.03للا. 16.5.0103 ذالا.م20.5 


١ اله‎ ٠» »© © ختبار‎ || 


الدروس من 3-1 إلى 3-3 


حدد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتى تتبنى عينة متحيزة أو غير 
متحيزة» وفسّر إجابتك. (الدرس 3-1) 
لمعرفة عدد الأطفال في الأسّر فى تلك المدينة. 
©) يتم اختيار كل عاشر موظف يخرج من شركة؛ لمعرفة رأي الموظفين 
في عملهم. 


3) سؤال كل خامس طالب يدخل المدرسة عن مواصفات المعلم 
المثالي. 


4 اختيار من متعدد: حدّد أي من العبارات الآتية توضح السببية: 
(الدرس 3-1) 


4 إذا تدرّبت كل يوم؛ فستصبح لاعبًا محترفًا في كرة السلة. 


8 إذا قرأت كتابك المقرر» فستنجح في الاختبار. 


© إذا تقدذمت لعشر وظائف مختلفة» فستتلقى عرضًا من واحدة 
على الأقل. 


0 إذا وقفت بالخارج تحت المطر من دون مظلة» فستبتل. حدد 
ما إذا كانت كل من الحالتين الآتيتين تمثل دراسة تجريبية أو 
دراسة قائمة على الملاحظة. وإذا كانت دراسة تجريبية» فحدد 


5) اختر 250 طالبًا في المرحلة المتوسطة نصفهم من المدارس الأهلية» 
وقارن بين عاداتهم الدراسية. 


6 َم لنصف الموظفين الذين اختيروا بطريقة عشوائية ساعة 
لتناول الغداءء» وقارن اتجاهاتهم نحو العمل مع بقية زملائهم. 


7 أي مقايبس النزعة المركزية تصف بصورة أفضل البيانات الآتية؟ 


8) يحاول باحث أن يحدد أثر إضاءة نوع جديد من المصابيح الكهربائية 
على أزهار للزينة المنزلية» حيث قام بتعريض مجموعة من الأزهار 
لإضاءة المصابيح الجديدة» ومجموعة أخرى لإضاءة المصابيح 
العادية. ويبيّن الجدول أدناه أعداد الأزهار التي عاشت أو ماتت في 


إضاءة عادية 


إذا اختيرت زهرة منها عشوائياء فما احتمال: (الدرس 3-3) 
8) أن تكون من الأزهار التي تعرضت لإضاءة المصابيح الجديدة 
علمًا بأنها عاشت؟ 


©) أن تكون من الأزهار التي عاشت علمًا بأنها تعرضت لإضاءة 


إذا ألقي مكعب مرقَّم من 1 إلى 6 مرة واحدة» فما احتمال كل مما يأني: 
(الدرس 5:5) 
09 ظهور عدد فردي علمًا بأن العدد الظاهر أكبر من 3. 


0) ظهور العدد 4 علما بأن العدد الظاهر كان زوجيًا. 


1) اختيار من متعدد: في القرص ذي المؤشر الدوار المقسم 
إلى (16) قطاعًا متطابقاء ومرقمة بالأعداد 1-16. ما احتمال 
استقرار المؤشر على عدد فرديء إذا علم أنه استقر على عدد 
أكبر من 3؟ (الدرس 3-53) 


13 
4 76 
8 
8 76 
8 
4 7 
6 © ...6ه 
19 0 
وزارة التعليح 
هن فعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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درست إيجاد احتمال وقوع 
حادثة إذا علم أن حادثة أخرى 
قد وقعت. (الدرس 5-3) 


(واا ار ره 

" أجد الاحتمالات باستعمال 
التباديل والتوافيق. 

أجد الاحتمالات باستعمال 
المتغيرات العشوائية. 
أمثّل بيانيّا التوزيعات 
الاحتمالية وأستعملها. 


التق 

500055 

ااضضار] 

عاناأأة؟ 

المتغير العشوائي 

عا313ن ممق 

المتغير العشوائي المنفصل 
عا13]ةنا مملمة؟ عاع عذال 
التوزيع الاحتمالي 

ممتأناط كال /6أاتنطدطمم 
التوزيع الاحتمالي المنفصل 
/أاأطوطم/م عاع ندال 

تلاط كال 


الاحتمال النظري 
/جانانطدطممم أوعنتاع ,معط 
الاحتمال التجريبي 
ااتطدطممم امأمعممعم» 
القيمة المتوقعة 

عناأة/ا لعامعمناة 


احتمال النجاح والفشل 
لاحظ أن الحرف الصغير 5 
يدل على عدد مرات النجاح 


في وقوع حادثة: بينما الحرف 
الكبير 5 يدل على حادثة 
النجاح؛ وكذلك الأمر بالنسية 


الاحتمال والتوزيعات الاحتمالية 


رابط الدرس الرقمي 


5 ]أناط015]11 /ااتططمءط لمة /ااأطهطمءمم : لع 


وت نيفق 


المناذ! له 

افترض أن شركة لديها 4 شواغر» وتشترط لتعيين الموظفين لديها اجتيازهم 
لمقابلة شخصية. إذا تقدم للشركة 8 أشخاص من المنطقة 4. و 10 أشخاص من 
المنطقة ل وتمت مقابلة المتقدمين» واختير 4 منهم بشكل عشوائي» فما احتمال 
أن يفوز بالوظائف 3 أشخاص من المنطقة 4 وشخص واحد من المنطقة 8؟ 


اللاحتمال تسمى النسية التي تقيس فرصة وقوع حادثة معيّة احتمالًا . ووقوع الشيء ء المرغوب فيه يَسمّى نجاحًا» 
وعدم وقوعه يُسمَى فشلا. ومجموعة النواتج الممكنة تُسمّى فضاء العينة . وكلما اقترب احتمال وقوع حادثة من 1» 
كانت فرصة أو إمكانية وقوعها أكبر. 


احتمال التنجاح والفشل 


إذا كان عدد مرات نجاح وقوع حادثة 5 من المرات» وعدد مرات فشل وقوع الحادثة نفسها / من المرات» فإن 
احتمال النجاح يُكتب على النحو (7)5؛: كما يُكتب احتمال الفشل على النحو (1)1. ويُعطى كل من احتمال 


النجاح واحتمال الفشل بالصيغتين الآتيتين: 
1 5 
+ه * 6+ 


ح ()م ح (5)آ 


عدد النواتج ١‏ لحت الحادثة 
عدد النواتج ا 


- (2)5 لا تختلف في مضمونها عن الصيغة: (الحادثة)2 


الاحتمال باستعمال التوافيق 


رشحت مدرسة 12 طالبًا من الصف الثاني الثانوي, و 16 طالبًا من الصف الأول الثانوي للتنافس على 6 جوائز؛ 
نظارا لشوقهم الدراسي. إذا تمت تمت مقابلة المرشحين» واختير 6 منهم بشكل عشوائي, فما احتمال أن يفوز بالجوائز 
3 طلاب من الصف الأول الثانوي و 3 طلاب من الصف الثاني الثانوي؟ 
الخطوة 1 حدّد عدد مرات النجاح 5 

عدد طرق اختيار 3 طلاب من الصف الثاني هو | م120 
عدد طرق اختيار 3 طلاب من الصف الأول هو | و1646 
استعمل التوافيق» ومبدأ العد الأساسي لإيجاد عدد النجاحات 8. 


0 - للق . لكل - يمير ٠‏ و0ير - 5 


إ 13!3‏ !9!3 
الخطوة 2 حدد عدد النواتج الممكنة (عدد عناصر فضاء العينة)»/ + 5. 
!28 
20010 20 2و0ور 2 +5 
الخطوة 3 أوجد الاحتمال 
-ح (فوز 3 من الأول و3 من الثانى)15 احتمالالنجاح 
+ و ٍِ 2 38 
50 .٠ه‏ 
0 -_- ا له 
00171000 0 - + 123200,5 - 5 
6 استعمل الآلة الحاسية وزارة التعليم 
دهن معنالع عه بمأكاصأالطة 
احتمال فوز 3 طلاب من الصف الأول و3 من الصف الثانى هو تقريبًا 0.33 أو 3390. 3 -2021 


2 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


التباديل والتوافيق 
عند اختيار مجموعة من 
الأشخاص أو الأشياء بترتيب 


معيّن؛ فإن الاختيار يُسمَى 
تبدياًا, وعندما لا نهتم 
بعملية ترتيب الأشخاص أو 
الأشياء؛ فإن الاختيار يُسمَى 
توفيقًا. 


البيانات المنفصلة 
والبيانات المتصلة 
تكون البيانات منفصلة إذا 
أمكن عدّ البيانات مثل عدد 
الأرانب في مزرعة. وتكون 


البيانات متصلة إذا كانت تأخذ 
أي قيمة في فترة من الأعداد 
الحقيقية؛ فمثلاً أطوال جميع 
أفراد العينة تمثل بيانات 


أي تحقق من فهمك 


العا او او ا لو ال ا لا رط 0 
الثانى وطالبان من الصف الأول؟ 


©35”>” ل(احتمال باستعمال التباديل 


لدى صالح 6 أصدقاء تبدأ أسماؤهم بالأحرف 15 15 ,لآ 60 5 ,44 ويتوقع من كل منهم اتصالًا هاتفيًا للاتفاق 
على موعد رحلة ينوون القيام بها . ما احتمال أن يتصل 2 أولَا ثم 8 ثانيّا ويتصل كل من 1 , 18 ,1 أخيرًا. 


الخطوة 1 حدّد عدد مرات النجاح 5. 
عدد طرق اتصال له أولا ثم 8 ثانيًا هو 1 
عدد طرق اتصال كل من 1 , 8 , (1 في الأخير هو ”1و 
استعمل التباديل ومبدأ العد الأساسي لإيجاد 5. 
-1٠03!- 6‏ وطو 1٠١‏ -و 


الخطوة 2 أوجد عدد النواتج الممكنة (عدد عناصر فضاء العينة)» + 5. 
0 - !6 ح ,على ح ,+ 5 » وتمثل عدد الترتيبات الممكنة لاتصالات الأصدقاء الستة. 
الخطوة 3 اللا 


- (25)5 احتمالالنجاح 


- 5 
6م 
0 0 -/ + 5 ,6 - و 
23 استعمل الآلة الحاسية 


الاحتمال المطلوب هو تقريبًا 0.008 أو 0.890 تقرييًا. 


أْ تحقق من فهمك 


2) سباق: اشترك صلاحء وعبد الله وسليم في سباق 40032 مع خمسة رياضيين آخرين. ما احتمال أن ينهي 
هؤلاء الثلاثة السباق في المراكز الثلاثة الأولى؟ 


المتغير العشوائي والتوزيع الاحتمالي يسمى 
متغيرًا عشوائيًا. والمتغير العشوائ ي الذي ل عدد سرب ار سس 


التوزيع الاحتمالي هو دالة تربط بين كل قيمة من قيم المتغير العشوائي » مع احتمال وقوعهاء ويعبر عنه بجدول أو 
معادلة» أو تمثيل بياني. ويجب أن يحقق التوزيع الاحتمالي الشرطين الآتيين: 

. 0 > 2)06 > 1 احتمال كل قيمة من قيم لآ محصور بين 0 و 1» أي أن‎ ٠ 

. مجموع كل احتمالات قيم كآ يساوي 1» أي أن 1 - (2)10ر<‎ ٠ 


والتوزيع الاحتمالي المنفصل هو توزيع احتمالي متغيره العشوائي منفصل. 

فعند رمي قطعتي نقد متمايزتين مرَّةّ واحدة» فإن فضاء العينة هو [.آدآ ,1:1 ,111,11 » حيث يُمثْل آ الوجه الذي 
يحمل الشعار» و 7 الوجه الذي يحمل الكتابة» إذا كان 36 متغيرًا عشوائيًا يدل على عدد هري تٍظهور الشيانوفإن عا 
يأخذ القيم 2 . ويمكنك حساب الاحتمال النظري لعدم الحصول على شعار» أو لمر بلئ: شاو تواحده 


أوا ل شعا 3 جدول | الاحتما » كما يمكنك تمثيله بيانيًا كمأ بأد 
أو الحصول على شعارين» ثم تكوين جدول يمثل التوزيع لي 5 ' 


صهةأأمعسلع 6ه ام أد أ طةايا 
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ع (2)2 , ذ- رمم ل - (م)م عدد الشعارات واحتمالاتها 


22 
احتمالات المتغيرات العشوائية يبِيّنَ الجدول أدناه والتمثيل بالأعمدة المجاور التوزيع الاحتمالي للمتغير 26 . 25 - 
يقرأ الرمز (2)1 احتمال أن 9 3 
يكون المتغير العشوائي 1 2 - 025 ك3 
منناومًا3 1 عدد الشعارات غ2 
الاحتمال (12)1 2 1 0 1 


التوزيع الاحتمالي المنفصل 


القرص ذو المؤشر الدوّار توزيعًا احتماليّاك حيث يمكن أن يتوقف المؤشر 
على أي من القطاعات الملونة» وقد كتب على كل قطاع احتمال ظهوره (لاحظ أن 
مجموع الاحتمالات يساوي ). 


3) مثّل بالأعمدة هذا التوزيع الاحتمالي: 


البيانات الوصفية 


يمكننا أن نتعامل مع البيانات 
الوصفية بوصفها متغيرات 
شوائية منفصلة. 


احتمال وقوف المؤشر على اللون 


الاحتمال 


اح 
0 02 كاك 05" سي 


ف 3 خم او ضر اروم 55 
اللون 

) استعمل التمثيل بالأعمدة؛ لتحدّد اللون الأكبر إمكانية لوقوف المؤشر عنده ثم أوجد احتماله. 

أكثر الألوان إمكانية لوقوف المؤشر عنده هو اللون البنفسجي» واحتماله يساوي 1 : 
©) أوجد (أخضر أو أزرق) 2. 

احتمال التوقّف عند اللون الأزرق أو الأخضر هو 1 - 
تذكر أنه إذا كانت 4 و 8 3 حقق فهماءك 
حادثتين متنافيتين: فإن ف 
(2)8 + رهاط - (8 أو ة)< . الجدول أدناه توزيعًا احتمالياء حيث ألقي مكعبان مرقمان من 1 إلى 6 مرة واحدة؛ وم العدديز 
الظاهر بو سل الوجهيع ين العلويين واحتمال كل منها 


34 


احتمال الحوادث المتنافية 


1+1 
36756 


8) مثّل بالأعمدة هذا التوزيع الاحتمالي. 


38 استعمل التمثيل بالأعمدة؛ لتحدد الناتج الأكثر ! إمكانية للوقوع؟ ثم أوجد احتماله. 
©5) أوجد (11 أو 2)5. 


إن الاحتمالات التي تمت دراستها هنا هي احتمالات نظرية؛ واكاك م عن مد 
بينما الاحتمالات التجريبية يتم تقديرها من عدد من التجارب . والقيمة المتوقعة لالل8 )2 هي المتوسط 
الموزون للقيم في التوزيع الاحتمالي المنفصل؛ أي أن القيمة المتوقعة لماش مع ا ا 1 
العشوائي )2 في احتمال كل منها (7)26» ويمكن إيجادها باستعمال القانون (12)06 28 -2)00 ود ذم القيمة 


ت النث_ليحص 
من خلال اعتماد الاحتمال النظري كوزن للمتغير العشوائي . ويخبرك بما يمكن حدوثه على المدى اميه 


محاولات كثيرة. 3 - 2021 


4 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


(1 


9 


(4 


(5 


قانون الأعدادالكبيرة 
ينص قانون الأعداد الكبيرة 


على أنه كلما ازداد عدد مرات 
إجراء التجربة» اقتربت قيمة 
معدل القيم الناتجة من 


أوجد القيمة المتوفّعة عند رمي مكعب مرقم من 1 إلى 6 مرة واحدة. 
القيمة المتوقعة (2)16 هي مجموع حواصل ضرب قيم المتغير العشوائي 6 في احتمال كل منها (2)2. 


35 6+ 0 8 2 8 65 3+ 6 42 65 2001 عوّض في قانون ا لمتوسط الموزون 


القيمة المتوقعة. 
لني تان ا ياك ب بلا 5 
ل ا ا و 
21 
.3ح حتدتح-ه اجمع 
5 ل 


له تحقق من فهمك 


الوجهين العلويين. 


صندوق فيه 10 كرات» منها 6 حمراء» إذا سحبت منه كرتان معًا 
عشوائيّاء فما احتمال أن تكون الكرتان حمراوين؟ (مثال1) 


فن: اختار مسؤول متحف للفنون 4 لوحات بشكل عشوائي من بين 
0 لوحة؛ لعرضها فى أحد المعارض. ما احتمال أن تكون 3 منها 
لفنان واحد يشارك ب 8 لوحات فى المتحف؟ (مثال 1) 


دخل 8 لاعبين 0,11 '0,1(,1:,1©, 8,لل في مباراة» إذا اختيرت 
أسماء اللاعبين عشوائيّاء فما احتمال أن يكون أول 4 لاعبين 
مختارين هم 1,06, ,لل على الترتيب؟ رمثال 2) 


مختبر: دخلت طالبات صف وعددهن 26 إلى مختبر المدرسة. إذا 
اختارت المعلمة أسماء الطالبات عشوائيًا لتشكل مجموعات للعمل» 
فما احتمال أن تكون أول ثلاث طالبات ذُكرت أسماؤهن جميلة» 
وآمنة» وخديجة على الترتيب؟ (مثال 2) 

أل مكعبان مرقماث هن 1 إلى 6+ :وسجل العلدذ الأكبر بين 

العددين الظاهرين على الوجهين العلويين إذا اختلفاء وأحدهما 

إذا تساويا. (مثال 3) 

8) مثّل بالأعمدة هذا التوزيع الاحتمالي. 

) ما الناتج الأقل إمكانية للوقوع؟ وما احتماله؟ 


©) أوجد (2 أو 2)1؟ 


6 


4) أوجد القيمة المتوقعة عند رمي مكعبين مرقمين مرة واحدة» وتسجيل مجموع العددين الظاهرين على 


أخبار: أجرى موقع إلكتروني 

مسحًا للمصادر التي يحصل منها 
الناس على الأخبار بشكل رئيس. 
والجدول المجاور يبيّن نتائج هذا 


المسح. (مثال 3) 


3 


3) د بين أن هذه البيانات تمثّل توزيعًا احتماليًا. 


إذا اختير أحد الذين شملهم هذا المسح عشوائياه فما احتمال أن 
يكون مصدر أخباره الرئيس الصحف أو الإنترنت؟ 


©) مثل البيانات بالأعمدة. 


أرهط القيوة الدع شه رسب الساضة ورق عكو ا اسروزين 
5 قصاصات كتب على كل منها أحد الأرقام 1-5 دون تكرار. 


جوائز: باع أحد النوادي (إ50 تذكرة دخول لحضور إحدى مبارياته 

ثمن الواحدة 10 ريالات » وأجري سحب عشوائي على أرقام التذاكر 
ُخصصت فيه ثلاث جوائز للأرقام الرابحة؛ بحيث تربح تذكرة واحدة 
الجائزة الأولى وقيمتها 1000 ريال» وتربح تذكرتان الجائزة الثانية 
وقيمتها 100 ريال» وتربح 5 تذاكر الجائزة الثالثة وقيمتها 50 ريالا. 
]ذا اشترك شخص تدكرة قما النيمة يبور ره للريج ذإ جنا 


الموقف؟ (مثال4) 1215 لد 
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9 أزهار: يوضح التمثيل البياني أدناه التوزيع الاحتمالي لعدد الأزهار 
الحمراء عند زراعة 4 بذور. 


احتمال عدد الزهرات الحمراء 


3 2 1 
عدد الزهرات الحمراء 


8 أوجد (2)0. 
) ما احتمال أن تكون زهرتان على الأقل حمراوين؟ 


0( تبرّعات: قامطلاب الصف الثالث المترسط في مدرسة بيجع 
بعض الأطعمة في طرود للتبرع بها للأسر الفقيرة 5. ولقد أحصى 


الطللاب أنواع المواد المقدمة كما فى الجدول أدناه. 
8) أوجد احتمال أن يحتوي طرد اختير عشوائيًا على القمح. 


8) أوجد احتمال أن يحتوي طرد اختير عشوائيا على وجبة طعام أو 
أرةة 
ول 


11) جواكل ل 1 يع ل 
الثلاثة؟ 


12 


ا 


ألعاب رياضية : اختار معلم التربية الرياضية 5 طلاب عشوائيًا من 
بين الطللاب البالغ عددهم 4 طالبًا ليساعدوه على تطبيق بعض 
الألعاب. ما احتمال أن يختار واحدًا على الأقل من بين عشرة أقارب 
له يجلسون مع الططلاب؟ 


3) درجات: أجري اختبار في الرياضيات لطلاب الصف الثالث 
الثانوي» والجدول أدناه يُبين نتائج هذا الاختبار. 


نتائج اختبار الرياضيات 


6 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


3 


6 ين آذ عدم البنانات تمك توؤيما اهنا حتماليا. 
©) إذا اختير طالب عشوائياء فما احتمال ألا يقل تقديره عن 8؟ 
©) مثل البيانات بالأعمدة. 

4) كرات زجاجية: لدى زيد 35 كرة زجاجية؛ 8 منها سوداء» 
و12 حمراءء و9 خضراءء والبقية بيضاء. فإذا سحب كرتين معًا 
8) مث بالأعمدة هذا التوزيع الاحتمالي؟ 
8) ما الناتج ذو الإمكانية الأقل للوقوع؟ 


ع( أوجد (إحداهما سوداء والأخرى خضراء) و" 


5) مسابقات: يُبيّن التمثيل بالأعمدة احتمال أن يربح كل طالب جائزة. 


4 


6 بين أن هذه البيات تمثل توزيعًا احتماليًا؟ 


وزارة التعليح 
هن لعنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


6) أمطار: التوزيع الاحتمالي أدناه يوضح عدد الأيام الممطرة في 
السنة فى إحدى الدول. أوجد القيمة المتوقّعة لعدد الأيام الممطرة. 


عدد الأيام الممطرة في السنة 
عدد الأيام 0 آل 1 2 3 4 5 6 7 8 


احكطيرة | 0.1 | 0.1 | 0.15 | 0.15 | 0.25 | 0.1 | 0.08 | 0.05 | 0.02 


7) بطاقات: رُقمت مجموعة بطاقات على النحو الآتي: 3 بطاقات 
تم ترقيم كل منها بالرقم 8» وبطاقتان تم ترقيم كل منهما بالعدد 10» 
و 4 بطاقات تم ترقيم كل منها بالرقم 6» و3 بطاقات تم ترقيم كل منها 
بالرقم 5 وبطاقتان تم ترقيم كل منها بالرقم 2» وبطاقة تم ترقيمها 
بالرقم 3. إذا شحبت من هذه البطاقات واحدة عشوائياك فما القيمة 
المتوقعة لهذه البطاقة؟ 


مسائل مهارات التغكير العليا 


8) اكتشف الخطأ: كونق 3 توفاطية 
وزينب توزيعًا احتماليًا باستعمال التمثيل 
بالأعمدة لمجموع العددين الناتجين عن 
دوران مؤشر القرص المجاور مرتين. 
أيهما يعد تمثيلها صحيحًا؟ فسرٌ إجابتك. 


9) تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمّاء أو صحيحة 
أحيانًاء أو غير صحيحة أبدًا: «يُبنى الاحتمال النظري على نتائج 
التجارب». برّر إجابتك. 


0) مسألة مفتوحة: كوٌّن توزيعًا احتماليا منفصلا فيه 5 نواتج مع 
تحديد احتمال كل منها. 


21) أوجد محصلة المتجهين أدناه مستعملا قاعدة المكلث»: 
أو متوازي الأضلاع. ثمّ حدّد اتجاهه بالنسبة للأفقي. (الدرس 1-1) 
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م 


ا 


2) اكتب المعادلة 6 1205 ح 7 على الصورة الديكارتية. 
(الدرس 2-2) 


23 يحتوي صندوق على 3 كرات بيضاء و 4 كرات حمراء. سشحبت 
كرتان علي العوالي .دوه إرجاع: ما احتمال أن تكون الثانية بيضاء إذا 
كانت الأولى حمراء؟ (الدرس 3-5) 


خضراءء وكرتين زرقاوين. سُحبت 3 كرات معًا عشوائيًا. إذا كان عا 
متغيرًا عشوائيًا يدل على عدد الكرات الزرقاء المسحوبة» فما جميع 
القيم الممكنة ل)7؟ 

م 1,2 

012 8 

106 


0,1,2,3 2 


5) ما القيمة المتوقّعة للتوزيع الاحتمالي المبيّن في الجدول أدناه؟ 


1 2 3 
1 | 0.8 | 0.1 
8 0.1 
8 0.16 
6 056 ©6 .وهة© 
©68ى*. .*ثىووهة 
©». ".* 2" .هه 
12 220 
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درست التوزيعات 
الاحتمالية. (الدرس5-4) 


زواا لازن ر: 

" أحدّد ما إذا كانت مجموعة 
بيانات تبدو موزَّعة طبيعيًا 
أو ملتوية . 

" أستعمل القانون التجريبي 
لأجد الاحتمالات. 


(االمفيررداارت»: 

التوزيع الاحتمالي المتصل 
/جأازط062]م كنامنامتأحم 

0 أأناطأ وال 

التو زيع ١‏ لطبيعي 

لاط وال 21زمم 
التوزيع الملتوي 

نه لأناط نكال لعنناع اد 


رابط الدرس الرقمي 


بي 
ع 


التوزيع الطبيعي 


لاط 015 أجماملة عط1 


اليملاة! (9 
و السو اد 5 


“بن قوتي قل قيلي 
التوزيعات الطبيعية والملتوية في التوزيع الاحتمالي المتصل والذي الدرجات 
هو توزيع احتمالي متغيره العشوائي متصل» يمكن للنواتج أن تأخذ أي قيمة 
في فترة من الأعداد الحقيقية» ومثال ذلك أطوال أشخاص وأوزانهم» ومستوى الدهنيات عند الأشخاص البالغين. 
وأفضل مثال على التوزيعات الاحتمالية المتصلة هو التوزيع الطبيعي. 


خصائص التوزيع الطبيعي 
* التمثيل البياني له منحنى يشبه الجرسء ومتمائثل حول المستقيم 
الرأسي المار بالمتوسط. 
« يتساوى فيه المتوسط والوسيط والمنوال. 
« المنحنى متصل. 
» يقتربالمنحنى من المحور في جزأيه الموجب والسالبء ولكنه لا يمسه. 


المتوسط- الوسيط > المنوال 


على الرغم من أن التوزيع الطبيعي متصل» فإن التوزيعات المنفصلة أيضًا يمكن أن يكون لها شكل التوزيع الطبيعي. 
ويمكن للتوزيعات أن تظهر بأشكال أخرى تُسمَى يَوم37315توالة. 


التواء موجب التواء سالب 
(ملتو إلى اليمين) (ملتو إلى اليسار) 
١‏ 
ْ ْ 
١ |‏ 
١ ١‏ 
| ل 
ْ ! 


البسار وقليل متها في اليمين. البعين وقليل هلها في البسناق: 


حدّد ما إذا كانت البيانات فى الجدول التكرارى أدناه تظهر التواءً موجبّاء أو التواءً سالبّاء أو مورَّعة توزيمًا طبيعيًا: 
[6) 


استعمل الجدول التكراري أعلاه؛ لتمثيل البيانات بالأعمدة. 
وبما أن التمثيل عالٍ في الوسطء ويبدو كأنه إلى حد ما متماثل 
حول المتوسطء فإن البيانات تُعتبر موزَّعة توزيمًا طبيعبًا. 


0 
1 19 18 17 16 1415 1213 إل لآرت ال 
البيانات 
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«منفصل» مقابل «متصل» 
يأخن التوزيع الاحتمالي 
المنفصل عددًا محدودًا 

من القيم؛ وغالبًا ما تكون 
أعدادًا صحيحة. أما التوزيع 


الاحتمالي المتصلء؛ فيأخذ 
عددًا غير محدد من القيم 
تنتمي إلى فترة متصلة. 

وفي حالة التوزيع الاحتمالي 
المتصل يكون احتمال أن يأخن 


المتغير العشوائي قيمة واحدة 


التوزيع الطبيحي 


في الحالات جميعها يجب 
أن يكون عدد البيانات كبيرًا 
ليكون التوزيع طبيعيًا تقرييًا. 


حدّد ما إذا كانت البيانات فى الجدول التكراري أدناه تظهر التواءً موججّاء أو التواءً سالبّاء أو موزّعة توزيعًا طبيعيًا: 


8 
| الكراد | 4 1 21111121211121415161]65| 
استعمل الجدول التكراري أعلاه؛ لتمثيل البيانات بالأعمدة. 
وبما أن التمثيل عالٍ في جهة اليسار ومنخفض في كل من 
الوسط وعلى اليمين» فإن التوزيع يبدو كأنه ملتو إلى اليمين 
(التواء موجب). 


6 35 34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 
البيانات 


هك تحقق من فهمك 


ِ و اه 1 
4 حدد ما إذا كانت البيانات في الجدول المجاور تظهر 55 ]ور | وز | 40 | 1ه | مه | 5ه أيه | 5ه 
التواء موجب» أو التواء سالب» أو موزّعة توزيعا طببعيا. 01 ١‏ اواج هو داو 1 


القانون التجريبي إن المساحة بين قيمتين من البيانات تمثّل نسبة البيانات التي تقع بين هاتين القيمتين. ويمكن أن 
يستعمل القانون التجريبي لوصف المساحات تحت المنحنى الطبيعي» والتي تقع ضمن انحراف أو انحرافين أو ثلاثة 
انحرافات معيارية من المتوسط. 


يتصف التوزيع الطبيعي الذي متوسطه دل 
وانحرافه المعياري 6 بالخصائص الآتية: 
« يقع 6890 تقريبًا من البيانات ضمن الفترة 
(© عد سر ,»© ح مر). 125/6 


١ 

1 

1 

١ 

١ 
"0 
3490 ١ 3496 ١ 
1 1 
وهذا يعني أن 6870 من البيانات لا يتجاوز بعدها‎ 

عن المتوسط قيمة الانحراف المعياري. 


« يقع 9590 تقريبًا من البيانات ضمن الفترة 
(26 عدر ,26ح نر). 


وهذا يعني أن لغالبيةا لعظمى من لبيانات(09590) لا يتجاوزبعدها عنا لمتوسطضعف قيمةا لانحرافا لمعياري. 


« يقع 9990 تقريبًا من البيانات ضمن الفترة 
(36 + سر ,36 ح مر). 


وهذا يعني أن جميع البيانات تقريبًا (9990) لا يتجاوز بعدها عن المتوسط ثلاثة أمثال الانحراف المعياري. 


المتوسط لتوزيع طبيعي 34: وانحرافه المعياري 5. أوجد احتمال أن تزيد قيمة ل تم اختيارها عشوائيًا في هذا 
التوزيع عن 24. (أى أوجد (24 < 2)36) . 


5ح 6 ,34 - د ثر 
الخطوة 1 أوجد القيم 36 + هر , 26 + م ,© + م (وهي المتوسط مضاقًا إليه أو مطروحًا منه المضاعفات 
الثلاثة الأولى للانحراف المعياري). 0 
29,9 ح 5 + 34 حى + ل يدن ل .ه. ©© 
244 -10 + 34 ح 20 2 لا وزارة التعليح 
199 ع 15 + 34 -ن3 ل ها فعنالءع عه بمأكاصذالطا 
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الخطوة 2 ارسم منحنى التوزيع الطبيعي» 
وحدد عليه المتوسط 34 > | والقيم السابقة. 


الخطوة 3 ظلل المنطقة التي تمثل الاحتمال المطلوب. 


الخطوة 4 احسب الاحتمال المطلوب: 
97590 - 0.5(96 + 2 + 13.5 + 34 + 34 + 13.5) - 24 < غ]3)م 


إذن: 97.596 بد (24 < )م 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 
2) أوجد احتمال أن تكون قيمة تم اختيارها عشوائيًا في التوزيع الوارد في المثال 2 أقل من 49. 
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أطوال: تورّع أطوال 1800 يافع توزيعًا طبيعيًًا بمتوسط 15 66» وانحراف معياري يساوي 215. 


3) ما العدد التقريبي لليافعين الذين تتراوح أطوالهم بين هذ 62 و 15 70 ؟ 


تبعد كل من 62,70 عن المتوسط الحسابى انحرافين 
معياريين؛ لذا فإن 9590 من البيانات واقعة بين الطولين 


20. 
ولأن 1710 - 9596 ا 1800. لذا يوجد 1710 يافعين 
تقريبًا تقع أطوالهم بين ذ 62 و 7015. 


م( ما احتمال أن يتم اختيار أحد اليافعين عشوائيّاك بحيث يزيد طوله على 6817؟ 
من الشكل المجاورء القيمة الأكبر من 68 تبعد أكثر من 
انحراف معياري واحد عن المتوسط الحسابي؛ وتتوزع 
الأطوال على النحو الآتي: 13.596 بين انحراف معياري 5 
واحد وانحرافين معياريين» 276 بين انحرافين معياريين 0 0 50 0.5904 
وثلاثة انحرافات معيارية» 0.596 فوق 3 انحرافات معيارية. 
لذا فاحتمال اختيار يافع يكون طوله أكبر من 6815 

1690 - 0.5(90 + 2 + 13.5) 
إذن الاحتمال المطلوب يساوي 16976 تقريبًا 


هه ا مومه 


تحقق من فهمك 


درجات: إذا علمت أن كتل 100 موظف في شركة ت تتورّع توزيعًا طبيعيًا بمتوسط حسابي مقداره 70 كيلوجرامّاء 
وانحراف معياري 10 كيلوجرامات» فاعتمد على ذلك في الإجابة عن السؤالين الآتيين : 


8) ما العدد التقريبي للموظفين الذين تقع كتلهم بين 80 ,60 كيلوجرامًا؟ ا ل يان 
ا ع 2 و ا ل ا ا ان 8 وزارة التعليح 
58) ما احتمال أن يتم اختيار موظف بصورة عشوائية» وتكون كتلته أقل من 90 كيلوجراما؟ ممسحودصسه 


2021 - 3 
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تدرب حل انال 21111111111777 


1( درجات يوضح الجدول أذناه 0-6 أعل ارات ا 
أو التواءً سالياء أو مورّعة اتوزينا طبيعيً. (مثال 0 


فئات الدرجات 


2( حدد ما إذا كانت البيانات في الجدول أدناه تُظهر التواءً موجبًاء أو 
التواءً سالبّاء أو موزعة توزيعًا طبيعيًا: 


عدد زوارالمتنزهات 


5) تتورّع مجموعة بيانات توزيعًا طبيعيًا بمتوسط حسابي 161» 
وانحراف معياري 12» أوجد أن يتم اختيار قيمة ل 3 عشوائيًا من هذا 
التوزيع» بحيث تكون أقل من 149) أي أوجد (149 > 06) 7 . 
(مثال 2) 


إذا تورّعت البيانات في الأسئلة 7 -4 توزيعًا طبيعياء وكان المتوسط 


الحسابي والانحراف المعياري لكل منها كما هو موضح» فأوجد 
الاحتمال المطلوب. 


4 (86 < )2 ,6 عد ,74ح دبز 
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: 

65 (12.6 > )2 ,0.4 - 6 ,13 در 
(71 > 6[ > 2)59 ,4 ح 0 ,63 حدر 
: 


(103 > خا > 2)73 ,0-6 ,91 ع بر 


8 مدارس: أعطى عمران اختبرًا قصيرًا لطلبته البالغ عددهم (50) 
طالبّاه وكانت الدرجات موزّعة توزيعًا طبيعيًا بمتوسط حسابي 21» 
وانحراف معياري 2.. (مثال 5) 

6 ما العدد التقريبي للطلاب الذين تقع درجاتهم بين 23 ,19؟ 


( ما احتمال أن تقع درجة أحد الطلاب بين 17 و25 ؟ 


9) بطاريات السيارة: إذا حدّد عمْرٌ بطارية السيارة بالمسافة التي 
تقطعها بالستعبال هده البطارية. وعلمت أن عمر أحد أنواع بطاريات 
السيارات يتوزّع توزيعًا طبيعيًا بمتوسط حسابي 150 100000 
وانحراف معياري 155 10000. وتنتج إحدى الشركات 20000 
بطارية في الشهرء فأجب عما يأتي: 

6 ما العدد التقريبي للبطاريات التي يتراوح عمرها بين 
حكا 110000 - حدك[ 90000؟ 


() ما العدد التقريبي للبطاريات التي يزيد عمرها على 
حصا 120000؟ 


©) ما العدد التقريبى للبطاريات التى يقل عمرها عن ك1[ 90000؟ 


4) ما احتمال أن تشتري بطارية عشوائيّاه ويتراوح عمرها بين 
ح1 110000 - حا 80000؟ 


0) صحة: يتوزّع مستوى الدهنيات (الكولسترول) في فئة الشباب 
الذكور في إحدى الدول توزيعًا طبيعيًًا بمتوسط حسابي 158.3 
وانحراف معياري 6.6 

8) ما احتمال أن تقل نسبة الكولسترول عند الشباب الذكور عن 
9157 

) كم شخصًا تقريبًا من بين 900 شخص شمالتهم الدراسة يتراوح 
مستوى الكولسترول عندهم بين 171.5 -145.1؟ 


1) ظعام: تتورّع مدة صلاحية نوع معين من البطاطس توزيعًا طبيعيًا 


8) ما احتمال أن تقع مدة صلاحية المنتج بين 150 يومّاء 210 أيام؟ 
©) ما احتمال أن تقع مدة صلاحية المنتج بين 180 يومّاء 210 أيام؟ 
») ما احتمال أن تقل مدة صلاحية المنتج عن 90 يومًا؟ 

4) ما احتمال أن تزيد مدة صلاحية المنتج على 210 أيام؟ 
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2) طول: تتورّع أطوال 880 طالبًا في إحدى الجامعات توزيعًا طبيعيًا 


بمتوسط حسابي مقداره 6717 » وانحرافٍ معياري مقداره 2.5111 


8) كم طالبًا تقريبًا يزيد طوله على 7215 ؟ 
) ما احتمال أن تقع أطوال الطلاب بين 2ذ59.5 و 2ذ69.5؟ 


53) صنتاعة: امح د با ورا بات :لتر وتختلف 
ل ا 
21 فأجب عما يأتي: 

6 كم عبوة ” الى كرون م الا 
م( ما احتمال أن يكون حجم الماء في العبواا تيزل :08ذاح_ليح 


وآ 1.14؟ صمعمعنلع عه وماكتطأيا 
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1 0 


الدرس 3-5 التوزيع الطبيعي ‏ 111 


مسائل مهارات التفكير العليا 


14) اكتشف الخطأ: تتوزّع أطوال أقطار نوع من الأشجار توزيعًا 
طبيعيًا بمتوسط مقداره 52© 11.5» وانحراف معياري مقداره 2ت 2.5 
ومدى من 22 3.6 إلى 77© 19.8 » وقد حاولت كل من مريم وأمينة 
إيجاد مدى 6876 من البيانات التي تقع في وسط التوزيع. أيهما كانت 
إجابتها صحيحة؟ فسّر إجابتك. 


مريم 


مهردق البيانات ص2 00106 
069 من المدى يساوي 
تقريبًا صع11: ويتوزه هذا 
المدى بالتساوي حول 
المتوسط دمع 11.5) أي أنت 
عردى 689 سيكوث من 
ص ما إلى مت 17 


تمتد النسبة 6869 من 
6 دنر إلى 6< أي أت 
هدى 6890 شيكون من 


مدع 9 إلى مت 14 


15( تحد: في مستودع للآدوات الكهربائية عدد من المسجلات التي 
تعمل على البظارية. إذا كانت أعمار البطاريات تتورّع توزيعًا طبيعيًا 
بمتوسط حسابي /8.0» وانحراف معياري / 0.7» فما العدد 
التقريبي للمسجلات في المستودع إذا علمت أن هناك 8 مسجّلات 
يزيد عمر بطارياتها على 10.17 ؟ 


66) اكتبء: وال د” 


على 7 متها 
م 
8) مسألة مفتوحة: أوجد بيانات واقعية تبدو كأنها تتورّع توزيعًا 
طبيعيا ل ل يي 
9) مسألة مفتوحة: اه ان ارو ا د سر وآخر 
متصل. وصف الفرق بينهما. 


0) طلاب: وم اسار د د 


احشرم بيني 4 طاح عدر .انها امال أن لشي المي 


طالبين من الصف الأول الثانوي» وطالبين من الصف الثاني 


72 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


21) مشايقات» ين الجدول أدثاه أعداد الطلاب الذين شاركوا فى 
المسابقات الثقافية» والذين لم يشاركوا من الصفوف: الأول والثاني 
والثالث الثانوي في مدرسة ما . إذا اختير أحد الطلاب عشوائياء 
فأوجد احتمال أن يكون قد شارك في المسابقات الثقافية علمًا بأنه 
من الصف الثالث الثانوي؟ (الدرس 3-3) 


الأول الثانوي | الثاني الثانوي | الثالث الثانوي 


2) جسور: جسر لعبور المشاة فوق مسطح مائي على شكل قطع 
مكافئ فتحته إلى أسفل» أوجد معادلة الجسرء مفترضًا أن نقطة 
الأصل على سطح الماء تحت رأس القطع. (مهارة سائقة) 


1675 1 
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3) يتورّع عمر 10000 مصباح كهربائي توزيعًا طبيعيًا بمتوسط حسابي 


0 يوم» وانحراف معياري 40 يومًا . كم مصباحًا يقع عمره بين 260 


يومًا »340 يومًا؟ 
8 2500 © 5000 
8 3400 0 6800 


24) ما الوصف الأفضل لمنحنى التوزيع الاحتمالي الممثل أدناه؟ 


8 توزيع سالب الالتواء 


8 توزيع متماثل 


© توزيع طبيعي 
توزيع موجب الالتواء 


25 صناعة : تتورّع قياسات أقطار مجموعة من الأقراص المدمجة 
التي تصنعها إحدى الشركات توزيعًا طبيعيًا بانحراف معياري مقداره 
7 ]1» وبمتوسط حسابى .1201271202 


.6ه 
القمقمط 120؟ 0 .6ه 


[6) ما احتمال أن يزيد طول قطر قرص اختهوويثهرائيًا على 0:٠‏ 


8) إذا كانت الشركة تصنع 
التقريبي للأقراص المصنوعة في الساعة الواحدة!'519 
قطر كل منها بين 122100112 ,تققتحط 119؟ 


0 قرص في الساعة» كاله التعليح 


ءالع 9 لا اك اص الا 


2021 


معمل الجبر: 


القانون التجريبي والمئينات 1 
دع اأمععععط لمق عأنجا أدء ا أمصعط ع1 1 


0 


فيقيقه 


عند معرفة المتوسط والانحراف المعياري لتوزيع طبيعي» تستنتج أن 6890 ,9590, 9970 من البيانات ستكون ضمن انحراف معياري واحدء أو انحرافين 
معياريين أو ثلاثة انحرافات معيارية عن المتوسط على الترتيب» وهذا ما يُسمّى القانون التجريبي. ويمكنك استعمال القانون التجريبي لتجد المئينات. 
والمئين 7 يقابل القيمة التي يقل عنها أو يساويها 70 7 من قيم البيانات. 


في اختبار للرياضيات لطلاب الصف الثالث الثانوي وُجد أن درجات الطلاب تتوزّع توزيعًا طبيعيا بمتوسط 30 وانحراف معياري 5 


الخطوة 1 ارسم منحنى التوزيع الطبيعي لدرجات الطلاب المشابه للشكل المجاور؛ و 
عق علية المفوسط رأيش] المعوسط نضباكًا إليه أوسطور شاعته مقباعقاك 


الخطوة 2 الدرجة 30 هي المتوسطء وبالرجوع إلى الشكل يمكن أن ترى أن 5090 من الدرجات أقل من الدرجة 30 أو تساويها؛ لذا يمكنك القول: 
إن الدرجة 30 تقابل المئين 50. 


ما المئين الذي يقابل الدرجة 35؟ 


الخطوة 3 ما المئين الذي يقابل الدرجة 40؟ الخطوة 4 ما الدرجة التى تقابل المئين 99.5؟ 


تمارين: 


في كل من السؤالين التاليين» ارسم منحنى التوزيع الطبيعي؛ ثم أجب عن المطلوب. 


1) إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الفيزياء مورّعة توزيعًا طبيعيًًا بمتوسط 15» وانحراف معياري 2» فأوجد المئينات التي تقابل الدرجات 
213. 


© إذا كانت درجات الطلاب في اختبار مادة الكيمياء موزّعة توزيعًا طبيعيًًا بمتوسط 40 وانحراف معياري 4» فأوجد الدرجات التي تقابل المئينات 


5 ,50 ,84. 
© .وه© 
©#©6.ى. * ووه 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


التوسع 3-5 معمل الجبر: القانون التجريبي والمثينات ‏ 113 


درست استعمال نظرية ذات 
الحدين. (مهارة سابقة) 


والافر: 

" أميّز تجربة ذات الحدين. 

" أجد الاحتمالات باستعمال 
التوزيع ذي الحدين 
ومفكوكه. 


(االمفيررداارت: 
تجربة ذات الحدين 
أمء لملزعمي ادتصمصماط 


التوزيع ذوالحدين 
لوتأناط نكال ادلصملتط 


رابط الدرس الرقمي 


كا 


التوزيعات ذات الحدين 


55 أوألامصا8 


البملاذ! |9 


في لعبة الكرة ة الطائرة تبين أن اللاعب سلمان ينجح في لعب 
الإرسال الساحق الذي لا يصده الخصم في 3670 من محاولاته. 
وبذلك يحصل فريقه على نقطة في كل مرة ينجح فيها. 


التوزيع ذو الجدين كثير من التجارب الاحتمالية يكون لها نتيجتان فقط؛ نجاح أو فشل أو يمكن جعلها كذلك. 
فمثلًا في مسائل الاختيار من متعدد التي لها 5 إجابات؛ يمكن تصنيف نتائج الإجابة عن كل فقرة إلى صحء أو خطأء 
ويمكن تصنيف نتائج دواء طبي على أنه فعّال أو غير فعّال. 


تجربة ذات الحدين 


تجربة ذات الحدين هي تجربة احتمالية تحقق الشروط الآتية: 


* يُعادإجراءالتجرية لعدد محدد(1) من المحاولاتالمستقلة (المرات) . 


. 1 كل محاولة لها فقط نتيجتان متوقعتان؛ نجاح 5 » أو فشل‎ ٠ 

« (5) "ويرمزله بالحرف 7" هو نفسه في كل محاولة. واحتمال الفشل (7)1 ' ويرمز له بالحرف 0" 
هو نفسه في كل محاولة ويساوي ب[ - 1 . 

ويُمثْل المتغير العشوائي ]ا عدد مرات النجاح في 1 من المحاولات. 


تمييز التجرية ذات الحدين 


حدّد ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدين» أو يمكن جعلها كذلك . وإذا كانت تحربة ذات حدين» فاكتب قيم 
1 ,2 ,211 وقيم المتغير العشوائي الممكنة. وإذا لم تكن كذلك فبيّن السبب. 


) تُبيّن نتيجة لمسح إحصائي داخل إحدى المدارس أن 6896 من الطلاب يمتلكون حاسبة بيانية. إذا تم اختيار 
6 طلاب عشوائيّاك وسؤالهم عمًّا إذا كانوا يمتلكون هذه الآلة؛ وكان المتغير العشوائي ا يُمثْل عدد الطلاب 
الذين يملكون الحاسبة البيانية» فإن: 
هذه التجربة تحقق شروط تجربة ذات الحدين وهي: 
* كل طالب تم اختياره يُمثْل محاولة» وعملية اختيار الطلاب الستة تتكون من محاولات مستقلة. 
٠‏ للتجربة نتيجتان متوقعتان: الطالب يملك الحاسبة البيانية 5» أو لا يملكها 2 . 
» احتمال النجاح نفسه لكل طالب تم اختياره 0.68 ح (7)5 . 
وفي هذه التجربة 0.68 - (7)5 > ز ,6 > 717. احتمال الفشل م - 1 - 4» أي أن: 
2 - 0.68 - 1 - 4 . ويُمثْل ا عدد الطلاب الذين يملكون حاسبة بيانية من الّذين تم اختيارهم؛ أي أن: 
5,6 ,2,3,4 ,0,1 - ع 


) يحتوي صندوق على 52 بطاقة» وخصّص لكل 13 بطاقة أحد الألوان الآتية: الأحمرء الأسود. الأخضرء 
الأبيض. عد اي حو بن ند ركد لاسرال او 11 


ي مله تسريف كل لاق ركد متحيها لمأ ارا وبما أنه يتم الاحتفاظ بالبطاقة التي تم اع للرة التعليم 
ا 606 ار 


(السحب دون إرجاع)؛ فإن المحاولات غير مستقلة» اجتعال الجا في كل مسناولة لف 2 - 2021 
لذا فإن هذه التجربة ليست ذات حدين. 
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حساب احتمال ذات الحدين 
لإيجاد كل احتمال لذات 
الحدين على الحاسبة البيانية؛ 
استعمل اللأمر 

(2 ,2 ,71”01)31محتتط من 
قائمة تطبيق الحاسبة . 

مثال: لإيجاد (1) 17 

اكتب (1 ,0.35 ,5) 04”[تمصلط 
ثم اضغط 1261 

فتحصل على 0.312386 


كما يمكن إيجادها باستعمال 
الآلة الحاسبة العلمية كما 


أْ تحقق من فهمك 


حدّد ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدين» أو يمكن جعلها كذلك. وإذا كانت تجربة ذات حدين» فاكتب قيم 
1 ,27 ,14 وقيم المتغير العشوائي الممكنة» وإذا لم تكن كذلك فبيّن السبب. 


8) أظهرت نتيجة لمسح إحصائي في إحدى المدارس ذات الزي الموحّد أن 6190 يحبون الزي الجديد» وأن 
0 لا يحبونه. إذا تم اختيار 20 طالبًا بشكل عشوائي» وسؤالهم عمًّا إذا كانوا يحبون الزي الجديد. وكان 
المتغير العشوائي 16 يدل على عدد الطلاب الذين يحبون الزي الجديد. 

18) أجاب خالد عن اختبار مكوّن من 20 فقرة من نوع «الاختيار من متعدد) لكل فقرة منها أربع إجابات» واحدة 
الصحيحة. 


0 ارو ا سد ا 


صيغة احتمال ذات الحدين 
لاك الح امور حو لعجو لاو كي محري اادعد بو 


3 ورم ل سح 16 "وكام بير - 000 


حيث 7 احتمال النجاح: و احتمال الفشل في المحاولة الواحدة. 


مثال 2 من واقع الحياة التوزيع ذو الحدين 

اختبار: في اختبار نهائي, أكد 35!0 من الطلاب أنهم أجابوا بشكل اعتيادي. إذا اختير 5 طلاب عشوائيًاه وتم 
سؤالهم عما إذا أدوا الاختبار بشكل اعتيادي. وكان المتغير العشوائي ا يدل على عدد الطلاب الذين أجابوا بنعم 
عن السؤّال» ٠‏ فكوّن جدولا للتوزيع ذي الحدين» ومثله بالأعمدة. ثم أوجد احتمال أن يجيب 3 طلاب على الأقل 
عن السؤال بنعم. 

هذه تجربة ذات حدين فيها:0.65 ع 0.35 - 1 2 98 -ح- ,رررة ع 1 . استعمل الحاسبة البيانية متاق -11؛ 
لحساب احتمال كل قيمة ممكنة من قيم 6[ مستعملا صيغة احتمال ذات الحدين. 

6 بد 0.655 ٠ 0.359 ٠‏ 0ع ح (2)0 

2)1( - ر0ى‎ ٠0.351 ٠ 0.654 هب‎ 2 

2)2( - 0م‎ ٠ 0.352١ 0.653 بد‎ 6 

2)3( - 00و‎ ٠ 0.353 ٠ 0.652 هه‎ 1 

9 هب 0.651 ٠0.354 ٠١‏ 0م - (4)م 

2)5( 0و ح‎ ٠0.355 ٠١ 0.6597 . 5 

وفيما يأتي جدول التوزيع ذي الحدين للمتغير 36» وتمثيله بالأعمدة. 


عدد الذين أدُوا الاختبار بشكل اعتيادي 
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اختيار الاحتمالات 
أحيانًا يكون من الأسهل أن 


تجد احتمال الفشل وتطرح 
هذه النتيجة من 1 لتجد 
احتمال النجاح؛ لأنهما 
احتمالان متتامان. 


لإيجاد احتمال أن 3 طلاب على الأقل أجابوا بنعم» أوجد (5)5 + (2)4 + (2)3. 


(8)5 + (5)4 + (2)3 - (3 < )2 احتمال 3 طلاب على الأقل 


05 -ل 0.049 + 0.181 <- 5 -ح- (2)5 ,0.049 ع (2)4 ,0.181 ع (3)ط 
0 - 0.235 - يك 
الحقق من طي اد 


2) كليات: يدرس فى إحدى الكليات 870 4نهن الطلاي لخة عاليية خلال سه العخرج . إذا اختير 7 خريجين 
عشوائيّاء وتم سؤالهم ما إذا درسوا لغة عالمية في سنتهي الأخيرة . وكان المتغير العشوائي 16 يدل على عدد 
الطلاب الذين أجابوا بنعم» فكوّن التوزيع ذا الحدين» ومثله بالأعمدة» ثم أوجد احتمال أن يجيب أقل من 4 
متاويمم 


تستعمل الصيغ الآتية؛ لإيجاد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين. 


المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين 
يحسب المتوسط والتباين والانحراف المعياري لمتغير عشوائي ]1 في التوزيع ذي الحدين بالصيغ الآتية: 
المتوسط م72 ح با 
التباين 90 - 62 


الانحراف المعياري اللاناا - ١/2‏ -0 


المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين 
اختبار: بالرجوع إلى تجربة ذات الحدين في المثال 2 . أوجد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للمتغير 
العشوائي 206 ثم فسّر معنى المتوسط في سياق الموقف. 


استعمل صيغ المتوسط والتباين والانحراف المعياري للتوزيع ذي الحدين. في هذه التجربة ذات الحدين 
5 - ,0.35 ح مر5 - 11 


10 حر 
5 - (5)0.35 - 
86 - 02 
75 ح- (5)0.35()0.65 - 
2 -ه 
5 - 1/1.1375 - 


متوسط التوزيع يساوي 1.8 تقريبّاء ويعني أن خريججين تقريبًا من أصل 5 أجابوا بنعم. كل من التباين والانحراف 
المعياري يساوي 1.1 تقريبًا. 


تحقق من فهمك 
3( كليات: أوجد المتوسط والتباين والانحراف المعياري للمتغير العشوائي 6 في تحقق يبن فهمك 2.. يفير 
معنى المتوسط في سياق الموقف. 00 
وزارة التعليم 
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عندما يزداد عدد المحاو لات في تجربة ذات الحدين» يمكن استعمال التوزيع الطبيعي لتقريب التوزيع ذي الحدين. 


تقريب التوزيع ذي الحدين إلى التوزيع الطبيحي 


في التوزيع ذي الحدين عندما تُمثَّل # عدد المحاولات » واحتمال النجاح 7» واحتمال الفشل 4 ؛ ويكون 


5< 5,494 < 7 4:» يمكن تقريب التوزيع ذي الحدين إلى توزيع طبيعي بمتوسط 1117 - ال 
وانحراف معياري 0 1/1117 - 6 . 


تقريب التوزيع ذي الحدين إلى توزيع طبيعي 


أشارت دراسة سابقة إلى أن 6490 من الخريجين يرون أن سنوات الجامعة كانت ممتعة. وقد نفد بلال دراسة 
مسحية على 300 من هؤلاء الخريجين اختارهم عشوائيًا. ما احتمال أن يوافق 200 خريج منهم على الأقل على ما 
جاء فى الدراسة الإحصائية السابقة؟ 


التقريب إلى التوزيع 
الطبيحي 
يُستعمل التقريب إلى التوزيع 


الطبيعي؛ الأنه مع زيادة 11 
يصبح استعمال التوزيع ذي 
الحدين لإيجاد الاحتمال 
عملية معقّدة وصعبة. 


في الدراسة المسحية التي نقّذها بلال» عدد الخريجين الذين يرون أن سنوات الجامعة كانت ممتعة يتبع التوزيع ذا 


الحدين» حيث: 
06 - 0 , 0.64 ع م ,300 - 11 
وحيث إن: 


5 < 192 -ح (0.64) 300 ع م11 


5 < 108 -ح (0.36) 300 - و11 
يمكنك استعمال التوزيع الطبيعي لتقريب الاحتمال على النحو الآتي: 


1 - ام المتوسط للتوزيع الطبيعي 
2 -ح (30000.64 -20 0.64 - ,11-300 
17 - 0م الانحراف المعياري للتوزيع الطبيعي 


11- 300,7 - 0.64, - 0,36 2 - 1/30000.64()0.36( 


1 بح ١‏ استعمل الآلة الحاسبة 


العدد 200 أكبر من المتوسط بمقدار انحراف معياري واحد تقريبًا كما هو مبين في الرسم أعلاه؛ لذا يكون احتمال 
أن يوافق 200 خريج منهم على الأقل يساوي 1690 تقريبًا. 


أْ تحقق من فهمك 

4) أشارت دراسة سابقة إلى أن 3270 من أولياء الأمور المستطلعة آراؤهم يرون أنه يجب تقليل عدد أيام الإجازة 
الصيفية للطلاب في نهاية العام الدراسي. غير أن آية ترى أن النسبة أقل من ذلك ولذلك قامت بإجراء دراسة 
مسحية شملت 250 من أولياء الأمور اختارتهم بطريقة عشوائية ممن استهدفتهم الدراسة السابقة. ما احتمال 
ألا يرى أكثر من 65 من أولياء الأمور وجوب تقليلٍ عدد أيام الإجازة الصيفية؟ 


©6 ومهة© 
666 .6ه 
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تدرب حل افك 81111111111111 


9 رخصة قيادة: اعتمادًا على إحدى الدراسات المسحية السابقة» 


حدّد ما إذا كانت كل تحربة أتى ذات حدين» د 
ما إذا كانت كل تجربة مما يأتي ذات حدينء أو ب 
ذات حدين. وإن كانت كذلكء فاكتب قيم 9 ,12 ,11» ثم اكتب 
ين. وم كيم 10/1 6112 نه اكثات 
قيم المتغير العشوائي الممكنة. وإذا لم تكن تجربة ذات حدين» 
فبيّن السبب. (مثال1) 


2( ألقيت قطعة نقد 20 مرة؛ والمتغير العشوائى م3 يدل على عد مرات 
ظهور الكتابة. 


3) سألت 15 شخصًا عن أعمارهمء والمتغير العشوائي ]1 يدل على 
أعمار هؤلاء الأشخاص. 


4) صندوق به 52 كرة» منها 13 كرة حمراء» و13 كرة زرقاء» و13 كرة 


بيضاء» و13 كرة صفراء. سحبت 10 كرات على التوالي دون إرجاع. 


والطتغير العشوائي 36 يذل على خف الكرابث البيشاء الممسدرية. 


كوّن التوزيع ذا الحدين لكل متغير عشوائي مما يأتي, ومثّله بالأعمدة ثم 
أوجد المتوسط. وفسّر معناه في سياق الموقفء ثم أوجد التباين» 
والانحراف المعياري. (المثالان 2,3 ) 


5) إذا كان 96 ام ا الثانوية في إحدى لمارف 
ا ار 


الوطني. 


يتابعون مباريات منتخبهم 


6 بيّنت دراسة أن 90 26 من موظفي إحدى الشركات يستعملون 
الإنترنت في عملهم. إذا تم اختيار 10 موظفين من هذه الشركة 
عشوائياء وسؤالهم عما إذا كانوا يستعملون الإنترنت في عملهم. 


1 


- 


أفادت دراسة إحصائية أن 96 65 من طلاب الجامعات الذين 
يمتلكون سيارات يستعملون أحزمة الأمان في أثناء قيادة سيار راتهم. 
ا ل 
كانوا يستعملون أحزمة أمان فى أثناء قيادة سيار راتهم. 


8 أعمال صيفية : تبيّن في دراسة سابقة أن 9096 من طلاب 
الصفوف العليا في مدرسة ثانوية يحصلون على أعمال صيفية» لكن 
منذرًا قذر أن النسبة أقل من ذلك؛ لذا قام بدراسة مسحية شملت 
0 طالب من الصفوف العليا تم اختيارهم عشوائيًا :ما اعمال 
ألا يكون أكثر من 348 من الطلاب المستهدفين حصلوا على عمل 
صيفي؟ (مثال 4) 


58 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


011 


)14 


إذا علمت أن 8596 من طلاب إحدى الجامعات لديهم رخص قيادة 
سيارة» فما احتمال أن يكون 6 طلاب على الأقل من بين 10 تم 
اختيارهم عشوائيًا لديهم رخص قيادة سيارة؟ 


كرة قدم: كسب فريق لكرة القدم 75.796 من مبارياته. أوجد 
احتمال أن يكسب 7 مباريات على الأقل من بين مبارياته العشر 
القادمة. 


رياضيون: وفق بعض الدراسات الحديثة» إذا علمت أن 8096 
من طلاب المدارس الثانوية يمارسون رياضة واحدة على الأقل في 
مدر ستهم» إذا اختير 6 طلاب عشوائيا» وكان المتغير العشوائي “2 
يدل على عدد الذين يمارسون رياضة على الأقل. 


) فأوجد الاحتمالات المرتبطة بعدد الطلاب الذي يمارسون 
رياضة واحدة على الأقل. 
) ما احتمال ألا يزيد عدد الذين يمارسون الرياضة عن طالبين؟ 


غسيل سيارات: يقوم بعض الأشخاص بغسيل السيارات لزبائن 
بعض المجمعات التجارية مقابل أجر معين. وقد أفادت دراسة 
سدتياان او الزبائن يدفعون أكثر من الحد الأدنى اجر 


حوافز دعائية ٠‏ تضع شركة للعصائر حوافز بحيث إن 307 

من علي العضير تريح علبة مجائية» وقد ككرت عاذ 10 علب. 
مثل بالأعمدة البيانية التوزيع الاحتمالي للتوزيع ذي الحدين إذا كان 
المتغير العشوائى يدل على عدد علب العصير الرابحة. 


برامج دينية: بناءً على دراسة مسحية سابقة» إذا علمت أن 7090 
من الأشخاص تحت سن العشرين يتابعون برنامجًا ديننا على الأقل 
في التلفاز. إذا استطلع خليل رأي 200 شخص تحت سن 20 سنة» 
فما احتمال أن 146 شخصًا منهم على الأقل يتابعون برنامجًا ديب 

على الأقل؟ 


إذا علمت أن نسبة النجاح في توزيع ذي حدين 6070» ويوجد 18 محاولة» 


تأجيم 


(15 


(16 


ما احتمال ألا توجد أي محاولة ناجحة؟ 


ما احتمال أن توجد 12 محاولة فاشلة؟ ‏ 885 ..٠‏ ..290 
©ه. ٠‏ ...هه 
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7) تنس طاوئة: كسب لاعب 8590 من مبارياته التى لعبها خلال 
مسيرته الرياضية. أوجد الاحتمالات الآتية: 
أن يكسب 3 مباريات من بين 5 مباريات قادمة. 


القادمة. 


©) أن يخسر مباراة واحدة على الأقل فى مبارياته الخمس القادمة. 


لكل من التوزيعات ذات الحدين الآتية» يدل الرمز :7 على عدد 
المحاولات» ويدل الرمز مم على احتمال نجاح كل محاولة. أوجد احتمال 
الحصول على 2 من النجاحات. 

8 2 <2 ,0.3 ح مرق - /ر 

9) 2 <] ,0.2 ح م ,10 - 1ر 

0) 4 > 6[ ,0.6 ع مرر,6 ح 11 

21) 2>5 ,0.25 ح مرو - ار 


2) 8< ,0.75 ع م ,10 - 1 


35 0.1,8>3 -م,12 دمر 


مسائل مهارات التفكير العليا 


4) تحدٌّه في تقريب التوزيع ذي الحدين إلى التوزيع الطبيعي؛ إذا 
علمت أن احتمال وجود 66 - 60 نجاحًا يساوي 3490 وكان 
0 - 2 » واحتمال النجاح 036000 فكم كان عدد المحاولاات؟ 


5) تبرير: حدّد ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمّاء أو صحيحة 
أحيانّاء أو غير صحيحة أبدًا. وبرّر إجابتك. « من الأفضل أن تجد 
احتمال الفشل وتطرحه من 1 لتجد احتمال النجاح». 


6) مسألة مفتوحة: صف حالة من أنشطة المدرسة أو المجتمع 
ينطبق عليها التوزيع ذو الحدين» وحدّد عدد المحاولات المستقلة 
(8) » وكلا من: احتمال النجاح واحتمال الفشل في المحاولة 


حَنّد ما ]ذا كانت المعادلة فى كل ممابائئ تمكل ذاقرة أو قطعًا مكافقاء 
أو قطعًا ناقصًّاء أو قطعًا زائدّاء دون كتابتها على الصورة القياسية. 
وبرّر إجابتك: (مهارة سابقة) 

8) 472-100 + 12ر1 

512-10-0 )9 


0 417-16-0 + 32 - 2ن +12 


قريب من إحدى المدارسء إذا توزعت هذه السرعات توزيعًا 
طبيعيً بمتوسط 37171/11» وانحراف معياري 4101/1 فكم سيارة 
كانت تسير بسرعة تقل عن 3301/17 في عينة حجمها 425 سيارة؟ 
(الدرس 3-5) 


2) دراسة جامعيّة ٠‏ أوضح استطلاع في إحدى المدارس الثانوية 
أن 0 من الطلاب يريدون إكمال دراستهم الجامعية. وقد قام 
نواف باستطلاع آراء 150 طالبًا تم اختيارهم عشوائيًا. ما احتمال أن 
يكون في العينة 132 طالبًا على الأقل يرغبون في استكمال دراستهم 
الجامعية؟ (الدرس 3-5) 


3) اختبار: تقدمت سمر لاختبار من عشرة أسئلة من نوع الاختيار 
من متعدد لكل منها أربعة بدائل» لكنها أجابت عن الأسئلة من خلال 
التخمين (دون معرفة علمية بالموضوع)» ما احتمال أن تحصل على: 


7 أسئلة صحيحة الإجابة؟ 
0) 9 أسئلة صحيحة الإجابة؟ 
©) 0 سؤال صحيح الإجابة؟ 


4) 3 أسئلة صحيحة الإجابة؟ 
4) إذا كان احتمال نجاح عملية جراحية 9096» فما احتمال نجاع عملية 
واحدة على الأقل إذا أجريت العملية ثلاث مرات؟ 


الواحدة. 8 0.001 8 0.1 
37) اكتب: فسّر العلاقة بين التجربة ذات الحدين والتوزيع ذي الحدين. ©) 0.9 © 0.999 
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دليل الدراسة والمراجعة 


مفاهيم اساسية 

العينة والمجتمع (الدرسان 3-2 ,3-1) 

» تكونالعينة متحيزة إذا صَمّمت لصالح نواتج معينة . 

© تكونالعينة غير متحيزة إذا كانت عشوائية. 

الارتباط والسيبية 

* عندما يوجد ارتباط بين ظاهرتين فإن كلا منهما تؤثر في 
اللأخرى؛ وعندما يوجد سببية؛ فإن وقوع ظاهرة معينة يكون 
سببًا مباشرًا في وقوع الظاهرة الأخرى. 

هامش خطأ المعاينة 

؟» عند سحب عينة حجمها 7# من مجتمع؛ فإنه يمكن تقريب 
هامش خطأ المعاينة بالقيمة ل + . 

كد 40 


الانحراف المعياري 


اللاحتمال المشروط (الدرس 5-5) 

« الاحتمال المشروط: هو احتمال وقوع حادثة معينة إذا غلم 
وقوع حادثة أخرى. 
الجداول التوافقية : هي جداول تكرارية ذات بعدين؛ يتم 
فيها تسجيل بيانات ضمن خلاياء حيث إن كل خلية من خلايا 
الجدول تُمثّل تكرارًا يسمى تكرارًا نسبياء إذ يكون منسوبًا 
إلى مجموع التكرارات في الجدولء أو منسويًا إلى مجموع 
التكرارات في الصف الذي تقع فيه الخلية؛ أو منسويًا | لى 
مجموع التكرارات في العمود الذي تقع فيه الخلية» ويمكن 
استعمال الجداول التوافقية في إيجاد الاحتمال المشروط . 


التوزيعات الاحتمالية (الدروس 3-6 ,3-5 ,3-4) 


الوصف 
عدد محدّد من النواتج الممكنة 
عدد غير محدّد من النواتج الممكنة 
تجربة احتمالية يكون لها نتيجتان فقط 


تجربة ذات الحدين 
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المفردات 

الدراسة المسحية ص 86 
المجتمع ص 86 

تعداد عام ص 86 

العينة ص 86 

المتحيزة ص 86 

غير المتحيزة ص 86 
الدراسة القائمة على 
المللاحظة ص 87 

الدراسة التجريبية ص 87 
المجموعة التجريبية ص 87 
المجموعة الضابطة ص 87 
الارتباط ص 88 

السببية ص 88 

التحليل الإحصائي ص 92 
المتغير ص 92 

بيانات في متغير واحد ص 92 
مقياس النزعة المركزية ص 92 
المَعْلّمة ص 92 

الإحصائي ص 92 

هامش خطأ المعاينة ص 93 
مقاييس التشتت ص 93 


التباين ص 93 
اختبر مفرداتك 


الانحراف المعياري ص 93 
الاحتمال المشروط ص 97 
الجدول التوافقي ص 98 
19923151 مس وه 
النجاح ص 102 

الفشل ص 102 
م م :10 
المتقير اللدضواف. 
المنفصل ص 103 

التوزيع الاحتمالي ص 103 
التوزيع الاحتمالي 
تتكس س 105 
الاحتمال النظري ص 104 
الاحتمال التجريبي ص 104 
القيمة المتوقعة ص 104 
التوزيع الاحتمالي 
المتصل ص 108 

التوزيع الطبيعي ص 108 
التوزيع الملتوي ص 108 
مك001 م 1١1+‏ 
تَعَوَرَيع 3و تكنايِنَ ص 115 


اختر المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتى من القائمة أعلاه: 


) لمتغير عشوائي معين هو دالة تربط فضاء العينة 


باحتمالات نواتج فضاء العينة . 


2 عندما توجد علاقة بين حادثتين» فإنه يوجد 


3 الدراسة المسحية تكون 


نواتج معينة. 


إذا صَمّمت لصالح 


8 إذا أعطلك مسوعة يغالحة فشكل لذ الرلياض الفمة فا هذه 


المجموعة تُستى 
5) يحدّد 


الفترة التي تبين الفرق في الاستجابة 
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دليل الدراسة والمراجعة 


00 الدراسات التجريبية والمسحية والقائمة على الملا حظة (الصفحات90 - 86) 


حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتي تتبني عينة متحيزة أو غير 

متحيزة» ثم فسّر إجابتك: 

6) يتم اختيار كل عاشر متسوّق يخرج من مجمع تجاري؛ لمعرفة إن 
كان مرتاحًا أو مطمئنًا لشرائه من المجمع. 

7 يتم اختيار كل عاشر طالب يخرج من المدرسة؛ لمعرفة أحب 

8) يطلب أحد مطاعم الوجبات السريعة إلى زبائنه أن يكملوا استبانة 
حول أفضل مطعم للوجبات السريعة. 


حدّد ما إذا كانت كل حالة تحتاج إلى دراسة مسحية أو دراسة قائمة على 

الملاحظة أو دراسة تجريبية. 

09 اختر 100 طالب نصفهم يعمل جزئيًا بعد الدراسة» وقارن بين 
الأوساط لدرجاتهم. 

0 اختر 100 شخص. وقسّمهم إلى نصفين عشوائياه ودع إحدى 
المجموعتين تتناول وجبات قليلة الدسمء بينما تتناول الأخرى 
وجبات اعتيادية. وقارن النتائج؛ لمعرفة أثر الوجبات القليلة 


الدسم على صحة الجسم. 


06 التحليل اللإحصائي (الصفحات96 - 92) 


1') فصول السنة: فى دراسة مسحية عشوائية شملت 3446 


شخصّاء ذكر 3496 منهم أن الربيع هو أفضل فصول السنة لديهم. 
ما هامش الخطأ فى المعاينة؟ 


2) سباحة : فى أثناء تمرين السباحة» قاس خالد الأزمنة التى 


استغرقها في كل مرة لقطع مسافة 40017 » وسجل النتائج الممثلة 
في الجدول أدناه. أوجد الانحراف المعياري للأزمنة التى حققها. 


اختار صاحب وكالة للسيارات 100 زبون عشوائيًا قاموا بإجراء الصيانة 
الدورية لسياراتهم في الوكالة حديئًاء وطرح سؤالّا عليهم حول نوعية 
الخدمة التي تُقدّمها الوكالة. هل يُمثّل الزبائن الذين تم اختيارهم عينة 
متحيزة أم غير متحيزة؟ فسّر إجابتك. 

غير متحيزة ؛ لأن لكل شخص من زبائن الوكالة الفرصة نفسها لأن 
يكون من بين العينة. 


ورَّع معلم الرياضيات طلابه مجموعتين عشوائيّ وطبّق عليهم اختبارًا 
حيث طلب من المجموعة الأولى أداء تمارين رياضية قبل الاختبار» 
بينما أعطى المجموعة الثانية الاختبار دون أن يطلب منهم تأدية أي 
تمارين رياضية» وقارن نتائجهم في الاختبار. هل هذه الدراسة دراسة 
مسحية أم دراسة قائمة على الملاحظة أم دراسة تجريبية؟ وإذا كانت 
تجريبية» فاذكر كلا من المجموعتين الضابطة والتجريبية» ثم بيّن ما إذا 
كانت الدراسة متحيزة أم لا. 


دراسة تجريبية: المجموعة التجريبية هى الأولى» والضابطة هى الثانية» 


والدراسة التجريبية متحيزة؛ لأن كل طالب يعرف المجموعة التي 
ينتمي اليها. 


قال 1270 من عينة حجمها 2645 شخصًا: إن كرة القدم هي الأكثر 
تفضيلًا لديهم. ما هامش خطأ المعاينة ؟ 


هامش خطأ المعاينة 


هامش خيظاً المعاينة 007 
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59ؤظ الاحتمال المشروط (الصفحات100 - 97) 


35) كرة طائرة: يحصل طارق على نقطة في 6596 من مرات 
قيامه بضربة الإرسال» ما احتمال ألا يحصل على نقطة في ضربة 
الإرسال الثانية علمًا بأنه حصل على نقطة فى ضربة الإرسال 
الأولى؟ 


4) في الجدول أدناه إذا اختير طالب عشوائيًا فأجب عما يأتي: 


الأول الثانوي 
الثاني الثانوي 


8) ما احتمال أن يكون الطالب من الأول الثانوي علمًا بأنه يلبس 


ط) ما احتمال أن يكون من الذين لا يلبسون النظارات علمًا بأنه 
من الثاني الثانوي؟ 


دراسة : أوجد احتمال أن يأخذ طالب اختير عشوائيًا حصة إضافية 
علمًا بأنه طالب جديد. 


يأخذ حصصًا إضافية (17) | لايأخذ حصصًا إضافية 0) 


تين > | « 0 
كم ع ]| 5 0 


ع2 
- رن | عام 


0 . 126 - 0 رمم 6ك - ررم عام 


380 330 202209380 ' 0 


9 - 1263 
210 5 


قانون الاحتمال المشروط 


5 الاحتمال والتوزيعاتالاحتمالية (الصفحات102-107) 


قرعة الألعاب: خلط يوسف بطاقات الألعاب جميعها في 
صندوق» حيث تشكلت البطاقات من 12 بطاقة ة لكرة القدم؛ 8 بطاقات 
لكرة الطائرة» 5 بطاقات لكرة السلة وجميعها متماثلة. إذا تم اختيار 3 
بطاقات بصورة عشوائية» فأوجد احتمال كل من 


5) (3 بطاقات للكرة الطائرة)1 

6 (3 بطاقات لكرة القدم) 7 

7) (بطاقة لكرة السلة وبطاقتان للكرة الطائرة)1 

8) (بطاقتان لكرة السلة وبطاقة لكرة القدم)2/ 

9) بطاقات: مجموعة بطاقات مرقمة مكوّنة من 3 بطاقات عليها 
الرقم 49 عليها العدد 10: 5 عليها الرقم 6» 4 عليها الرقم 5؛ 
وبطاقتين على كل منهما الرقم 2» وبطاقة عليها الرقم 3. إذا سحبت 


بطاقة عشوائيًا من مجموعة البطاقات» فما القيمة المتوقعة لهذه 
البطاقة؟ 


62 الفصل 3 الاحتمال والإحصاء 


لدى حمزة 5 كتب في حقيبته. هي الرياضيات والكيمياء واللغة 


الإنجليزية واللغة العربية والتاريخ . إذا قام بترتيبها على رف في صف 
واحد عشوائيّاه فما احتمال أن تأتي كتب اللغة الإنجليزية واللغة العربية 


والرياضيات في أقصى اليسار ؟ 
الخطوة 1 حدّد عدد النجاحات. 
ولو مكان الكتب الثلاثة إلى اليسار 


وى أمكنةالكتابينالآخرين 


استعمل التباديل ومبدأ العد الأساسى لإيجاد 5 . 

2 > !302 ح رطروء وطو - و 
الخطوة 2 أوجد عدد عناصر فضاء العينة/ + 5. 

0 ح- إ5 ح ولو 0 + 5 
الخطوة 3 أوجد الاحتمال. 


11[ د < قي -(5) 0 


ل ا ! 


ع بن المافك لع 06 با 151 انا 
أقصى اليسار يساوي 1 أو 1096. 3 2021+٠-‏ 
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التوزيع الطبيحي (الصفحات112 - 108) 


في كل من السؤالين الآثيين توزيع طبيعي بمتوسط وانحراف معياري. 

أوجد الاحتمال المطلوب في كل منهما. تتورّع مجموعة من البيانات توزيعًا طبيعيًا بمتوسط 78» وانحراف 
معياري 5 . أوجد احتمال أن تزيد قيمة ل36 اختيرت عشوائيًا عن 83 . 

0 (103 < )م رو دى,121 ددر 


1) (169 < )2 ,12 -0 ,181 ع ير 


2) زمن الركض: أزمنة الركض لمسافة 400 لفريق كرة 


3 


القدم المدرسي تتوزّع توزيعًا طبيعيًا بمتوسط 4.78) 


وانحراف معياري 0.155 . ما نسبة اللاعبين الذين يقل زمن 


قطعهم المسافة عن 4.48؟ 
بما أن 83 -ح 5 + 78 دى + برر؛ لذا فإن الاحتمال المطلوب يكون 


مساويًا 1690 - 0.596 + 200 + 13.590 


5 التوزيعات ذات الحدين (الصفحات114-119) 


3) أشخاص مشهورون: في إحدى الدراسات ,َي أن 6396 من 5 
الشباب يفضلون أداء أحد الرياضيين المشهورين. إذا اختير 5 رسم هندسي: أجريت دراسة في إحدى المدارس. فتبيّن أن 4596 من 
من الشباب عشوائيّا وتم سؤالهم عما إذا كانوا يفضلون أداء هذا الطلاب يستطيعون رسم مخروط . إذا تم اختيار 5 منهم بشكل عشوائي 2 
الرياضى أو لا. ومثّل المتغير العشوا ني © عدد الطلاب الذين لديهم مقادرة على رسم 
5 مخروط؛ فأجب عمًا يأني: 
[6) إذا مثل المتغير العشوائي 16 عدد الشباب الذين يفضلون أداء 6 كوّن جدول التوزيع الاحتمالي لذات الحدين 5 0 
هذا الرياضي» فكوّن جدول التوزيع الاحتمالي لذات الحدين بالأعمدة. ب ر 


للمتغير كل مثله بالأعمدة. 5 
5 فى هذه المسألة 0.55 - 0.45 -1 - و ,0.45 - مرة - ,. 


) أوجد احتمال أن يكون أكثر من 2 من الشباب يفضّلون أداء هذا 1 4 5 5 5 0 0 
الرياضي. 8 |0.113 | 0.276 | 0.337 | 0.206 | 0.050 7107 


ساعات: أشارت دراسة مسحية للبالغين أن ما نسبته 7496 من 
البالغين يلبسون ساعة يد.وقد قام بكر باستطلاع رأي 200 شخص 
من البالغين عشواتيًا. ما احتمال أن يكون 160 شخصًا على الأقل 
ممن شملهم الاستطلاع يلبسون ساعة يد؟ 


عدد الطلاب 


( أوجد المتوسط والانحراف المعياري والتباين للتوزيع. 
205 -(81445 بج 42 0 


75 ح- (45()0.55 اه حوور نا فى 


د ا 
4 - 1.2375 /7 8 أ واماكاا 
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تطبيقات ومسائل 


5 حدما إذا كان كل مرقف مها باتى يكل دراسة فحريكة أو دراسة 
0 وفي جل درا الفعريية» اذكر كلا 


بين إن وجد 


8) اختر 100 طالب نصفهم يأتي إلى المدرسة مبكرّاء وقارن بين 
تحصيلهم في مادة معينة. 
©) اختر 100 موظفء واقسمهم نصفين» وأخضع إحدى 


المجموعتين إلى دورة في اللغة الإنجليزية» أما الأخرى فلا 
تخضعها لأي دورة تدريبية. 


6) اختير 10 طلاب بصورة عشوائية من الصف الثالث الثانوي» وقيست 


أطوالهم بالسنتمترات فكانت كما يلى: 
1 ,160 ,167 ,168 ,180 ,177 ,168 ,155 ,165 ,170 
بين ما إذا كانت هذه البيانات تمثّل عينة أم مجتمعّاء ثم اوجد 


الانحراف المعياري لهذه الأطوال. (الدرس 3-2) 


7) سجّلت أعداد الطلاب ذوي العيون الزرقاء أو غير الزرقاء في أحد 
المعاهد. 


إذا اختير أحد الطلاب عشوائيّاء فأوجد احتمال أن تكون عيونه زرقاء 
علمًا بأنه فى السنة الثانية. (الدرس 3-5) 


624 الفصل 3 الاحتمال والاحصاء 


)8 


م 0 با كاد اكير العاار اك بلاليصاىي 
العشوائي غ2 » عابي لايد (الدرس 5-4) 


سكة حديد: إذا كانت الفترات الزمنية للانتظار التي يقضيها 
0 مسافر في إحدى محطات سكك الحديد موزرّعة توزيعًا 
طبيعيًا بمتوسط 272311 وانحراف معياري 1512111» فأوجد نسبة 


المسافرين الّذين ينتظرون أكثر من تنخمة 42. (الدرس 5- 3( 


إجازات: في دراسة مسحية سابقة وجد أن ما نسبته 7096 
من العاملين يأخذون إجازا: تهم السنوية في الصيف» لكن محسنًا 
يعتقد أن هذا الرة فيال فيه» قم باستطلاع رأي 0 عامكا 
عشوائيًا . ما احتمال ألا يأخذ أكثر من 420 عاملًا إجازاتهم في 
الصيف؟ (الدرس 3-6) 
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حدّد ما إذا كانت العبارات الآتية د 
1) عندمايرى محمود البرق» فإنه يسمع الرعد بعد ذلك. 


© عندما يركض نايف عند مدخل المدرسة. فإنه يكون متأخرًا عن 
المدرسة. 


تصف ارتباطًا أو سببية) ثم فسر إجابتك: 


حدّد ما إذا كانت كل دراسة مسحية فيما يأتى تتبنى عينة متحيزة أو غير 
متحيزة» ثم فسّر إجابتك: 

أهمية وجود الإنترنت في المنزل. 
4 يختار معلم 5 أسماء لطلاب يدرسهم؛ لإلقاء كلمة الصباح بعد أن 


أي مقايبس النزعة المركزية يصف كلا من البيانات الآنية بصورة أفضل؟ 
ولماذا؟ 


(5 


فيما يأتي المتوسط والانحراف المعياري لمجموعة من البيانات تتورّع 


توزيعًا طبيعياء » أوجد الاحتمال المطلوب فى كل منها: 

67 (44 < 1)طر5 ده ,54 دمر 

8 (37.4 > )2 ,2.4 عه ,35 دير 

يحتوي كيس على 10 كرات زجاجية زرقاء. و8 كرات حمراء. 


و12 خضراء. وجميعها متماثلة» سحبت كرتان واحدة تلو الأخرى. أوجد 
الاحتمال لكل من: 


9 الكرة الثانية حمراءء» علمًا بأن الكرة الأولى زرقاء دون إرجاع. 
عجمرل ع 4 


0) الكرة الثانية زرقاء» علمًا بأن الكرة الأولى خضراء مع الإرجاع. 


1') اختبارات: أعطى المعلم أيمن طلابه الفرصة لإعادة أحد 
الاختبارات» كما عقد درس مراجعة اختياري يوم الخميس قبل إعادة 
الاختبار لمن يرغب. بعض الطللاب تحسّن أداؤهمء والبتعض الآخر 
لم يتتحسنء والجدول أدناه يبين ذلك. إذا اختير طالب عشوائياء 
فأوجد: 


3) احتمال أن يكون قد تحسّن علمًا بأنه حضر المراجعة. 


©) احتمال أنه لم يحضر المراجعة علمًا بأنه لم يتحسّن. 


12( بتار ين ماده طاوي اي الصاب ارين انوي 
كان السحب عشواي؛ فم احتمال أذ بكون الابحوث 3 من الصف 


8 0.4690 تقريبًا 
8 0.2596 تقريبًا 
7096 تقريبا 


0 3096 تقريبًا 


3) سحبت كرتان معًا من صندوق يحتوي على 3 كرات زرقاء» وكرتين 
حمراوين. إذا كان المتغير العشوائى )1 يدل على عدد الكرات الزرقاء 
المسحوبة» فكوّن جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي )7 


14) طقس: أخبر الراصد الجوي أن احتمال سقوط المطر في كل يوم 
من الأيام السبعة القادمة 4096 . أوجد احتمال أن يسقط المطر في 


يومين من هذه الأيام على الأقل. 


5) حديقة ٠:‏ يخطط يعقوب لزرع 24 شجرة أزهار» إذا علمت أن 
البذور التي أحضرها لأزهار من اللونين الأبيض والأزرقء وأنها لم 
تزهر بعد ولكنه يعلم أن احتمال الحصهولي على زهرة زريقله 7576 
فما احتمال حصوله على 20 زهرة زر قمعي "الأخل؟” ؟ :5 

وزارة التعليح 
حا لعنالع غ06 بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


الفصل 3 اختبارالفصل ‏ 125 


زو[! زلارنر: 

* أحسبٌ نهايات دوال كثيرات 
الحدود والدوال النسبية. 

« أَجِدُ مُعدلات التغيّر 
اللحظية. 

« أَجِدُ مشتقات دوال كثيرات 
الحدود؛ وأحسب قيمها. 

* أجدالمساحة تحت منحنى 
دالة باستعمال التكامل 
المحدد. َ 

أجدالدالةالأصلية: 
وأستعمل النظرية 
الأساسية في التفاضل 
والتكامل في إيجاد التكامل 


الملادرا زه 


يُعد الاشتقاق 
وسيلة فاعلة ومهمة عند 
دراسة مُعدلات التغيّر غير 
الثابتة » فإذا ركبت الأفعوانية 
يومّاء فإن سرعتك وتسارعك 
يتغيران باستمرار مع الزمن 
بالاعتماد على موقعك, 
وستدرس في هذا الفصل 
مشائل دكدوي موافك 
مشابهة. 

استعمل 

أسئلة اختبار منتصف 
الفصل؛ لتساعدك على توقع 
محتوى النصف الأول من 


رابط الدرس الرقمي 


ب 
ع 


0ت فيقيقه 


مراجعة المفردات 


النهاية 210ذ1) 
الاقتراب من قيمة دون الوصول إليها بالضرورة. 


خطوط التقارب (60665م353:22) 
استعمل التمثيل البياني لوصف سلوك طرفي التمثيل البياني لكل دالة خط يقترب من منحنى الدالة دون أن يصله. 
مما يأتى: 


0 2-- ومو 2 ا 505 


الدالة المتصلة (11111©61011 110115للتأتاى) 
تكون الدالة متصلة إذا لم يكن في تمثيلها البياني أي انقطاع أو 
3) صناعة: يمكن تقدير معدل التكلفة بالريال لإنتاج :# قطعة من قفزة. 


منتج ما باستعمال الدالة 1200 + للك - :)م . صف سلوك 
الدالة باستعمال التمثيل البياني للحاسبة البيانية عندما تقترب :2 من 


موجب مالانهاية. 


4) أوجد متوسط مُعدّل تخيّر الدالة 6 + و5 - 3و2 ع (تدال المي ني 

على الفترة [1- ,4-] 
عدم الاتصال القابل لالذؤزائة (111]7تتتغطمء 15 ع1ط72امممعم) 
أوجد معادلات خطوط التقارب الرأسية والأفقية (إن وجدت) لكل دالة نقاط عدم اتصال قابلة الإزالة تحدث غالبا عندما يكون بين بسط 
ماقيو ا ومقام الدالة النسبية عوامل مشتركة. 


2222-8 _ 
4 7 2-0 > ار 4 الك رو 


(5 +16 21خ _ 
7 4 --- + 2 - نار 8 (4 + ع2 من 500 


متوسط معدل التغير (ع17285دك 01 1266 ©1208ء37) 
متوسط معدل التغير بين نقطتين على منحنى الدالة ()/ هو ميل 
المستقيم المار بهاتين النقطتين. 


أوجد الحدود الأربعة التالية في كل متتابعة مما يأتي: 


((ت) 1 منت 1 


9 ...7 ,2 ,3ر8 0 ... ,13- ,7- ,1ح رق 
((ن3) 1 يد 


-28,-21,-14,-7,... )12 2 5,-10,20,-40,... 1 


0ألعنالع 06 بمأكاصذالطا 
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رابط الدرس الرقمي 


ةك 


تقدير النهايات بيانيًا 


لإأاهعاطام 13 كألطنا عم لأهممسلاوع 


َ لع 


ع1 


فِيماا سيق للماذا) © 

درستٌ تقدير التهايات هل هناك نهايات للأرقام المسجّلة في المسابقات الرياضية لا يمكن تجاوزها؟ 
لتحديد اتصال الدالة لقد كان الرقم القياسى المسجّل فى دورة الألعاب المقامة فى بكين عام 2008 

5 قم القياسي جل في دور : فى بحين عام 3 


لمسابقة الوثب بالزانة 10 5.05. ويمكن استعمال الدالة: 
54 ا : . 
حسلةة نيت( اندي الرق القيان التق سهيله 
وإلان» 29 (2.7) 62548.213 + 1 بو الردالتياسي الدي الم يي 
هذه الرياضة للأعوام بين 1996 م و2008 م » حيث * عدد السنوات منذ عام 
0م.» يمكنك استعمال نهاية هذه الدالة عندما تقترب + من المالانهاية؛ للتنبؤ 


البياتي. (مهارة سابقة) 


* أقدّر نهاية الدالة عند قيم 


محددة. 5 
* أقدّر نهاية الدالة عند بأكبر رقم يمكن تسجيله. ١‏ 
المالانهاية . 00 
5 7 تقدير النهايات عند قيم محددة : يتمحور علم التفاضل والتكاملٍ حول مسألتين أساسيتين: 
المفودات: * إيتجاد معادلة مماس متحتى دالة غند ثقطة وافحة عليه. 
اا كن نه اده * إيجاد مساحة المنطقة الواقعة بين التمثيل البياني لدالة والمحور تد. 
ألصرذا مع 10ك-عدره وتّعد مفاهيم النهايات أساسية لحل هاتين المسألتين. 
النهاية من جهتين تعلمت سابقًا أنه إذا اقتربت قيم (:3)][ من قيمة وحيدة بآ» 
اننا لعل51-منط كلما اقتربت قيم د من العدد © من كلا الجهتين » فإن نهاية (1)[عندما 


تقترب :2 من © هي ,21 وتكتب على الصورة بآ - (2/]3ذا. 
يأ يمكنك تطبيق مفهوم النهاية لتقدير نهاية (5)[عندما تقترب :* من 
العدد ع2 ؟ أي (دارسناء وذلك من خلال تمثيل الدالة بيانياء أو إنشاء 


جدولٍ لقيم (:3). 


تقدير النهاية (النهاية تساوي قيمة الدالة) 


قدّر (1 + ::3-) 1159 باستعمال التمثيل البياني» ثم عرز إجابتك باستعمال جدول قيم. 
التحليل بيانيّاه مثّل الدالة الخطية1+<3- - لز بيانيًا باستعمال النقطتين (2- ,1) ,(1 ,0). 
يُبيّن التمثيل البيانى للدالة 1 + :3- ع (2)» أنه كلما اقتربت :3 من العدد 2» 
فإن قيم (2)/المقابلة تقترب من العدد 5- ؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن : 


ع2 جه 2 ح 


- - (1 + 3-)ومنا . 32+1- - نا 


اسن 


التعزيز عدديّاء كرّن جدولًا لقيم (2)/» وذلك باختيار قيم +< القريبة من العدد 
2 من كلا الجهتين. 18 
تقترب من 2ه جه تقترب من 2 
ثابت بن قرة ْ 1 201 2.01 2 1.9 109 1.9 و5 


(221ه-288ه) .5- | 5.03 5.003 7- | 4.97- © 
من أوائل من فكروا بعلم التفاضل 
والتكامل؛ حيث أوجد حجم الجسم 


الناتج عن دوران القطع المكافئْ يبيّن نمط قيم (20/ أنه كلما اقتربت 2 من العدد 2 من اليمين أو من اليسارء فإن قيم (:3)تقترب من العدد 5- 3 
حول محوره. وذلك يعزرّز تحليلنا البياني. 
أقمْ تحقق من فهمك 
يك 20 5 ١‏ 5 500 2 5 57 © .وه© 
ادر كل نيا مما راق باستعمال التمل اليباني» قم عرز | جزعك بابصمال جنول قم 9و ع 2 
8) (دد - 1) عصنا 18) (1 -22) سنا , 
3-جمر جر وزارة التعليح 
ها معنالع ع0 بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


28 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


جداول 

لإنشاء جدول باستعمال 
الحاسية البيانية 
11-1515 '؛ أدخل الدالة 
إلى الحاسبة باستعمال قائمة 
» ثم اختيار الجدول 


بالضغط على |[ . ثم اكتب 


قيم ا للاقتراب من قيمة 


محددة . 


او 0, 
]55 
5,999 2959 
9 29999 
..اعمالاالنا» 3 
1 30001 
2201 232.21 
2 


فى المثال 1» لاحظ أن (1 + 3-) يمنا هى نفسها (2)/» إلا أن نهاية الدالة لا تساوي دائتمًا قيمة الدالة. 
ٍِ ل ٍِ 


تقدير النهاية (النهاية لا تساوي قيمة الدالة) 


ور 3ه 19 باستعمال التمثيل البياني» ثم عرَّر إجابتك باستعمال جدولٍ قيم. 

التحليل بيانيًا : 

مجال الدالة [(8-13 1 

يُبيّن التمثيل البياني للدالة و-- ك6 البساون الكلما فار دمن 0 

العدد 3» فإن قيمة (:)/المقابلة لها تقترب من العدد 6؛ لذا فإن بإمكاننا تقدير أن: 

م الحخقوونر ده 
حم ل تستبم 


التعزيز عدديًا: 
كوّن جدولَا لقيم (3)كر» وذلك باختيار قيم ©: القريبة من العدد 3 من كلا الجهتين. 
< تقترب من 3ه حم تقترب من 3 


يُبِيّن نمط قيم (0:)/» أنه كلما اقتربت قيم ‏ من العدد 3» فإن قيم (:)/ تقترب من العدد 6 » وذلك يعزّْز تحليلنا 
البيانى. 
ييا 


أْ تحقق من فهمك 
قدّر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني» ثم عرز إجابتك من خلال جدول قيم. 


سنا 08 


2-جير 1-5 كطجير 


2+2 
2-7 26 


في المثال 2؛ لاحظ أن قيم (:3)/ تقترب من العدد 6 عند اقتراب قيم :ا من العدد 3» على الرغم من أن 6 2 (3)/. 


د ٠‏ : ' 
فالعبارة # غير معرّفة عندما 3 - :. وهذه الملاحظة توضّح مفهومًا مهما في النهايات. 


عدم اعتماد النهاية على قيمة الدالة عند نقطة 


التعبير اللفظي: 2لا تعتمد نهاية ()/ عندما تقترب 2 من العدد © على قيمة الدالة عند ©. 


الأمثلة : ارجا 
| . ع 01 / 


1 - مار يسنا - ماع يسنا 16 ومارز 5 


©)/ غير معرفة - واو - لانن 
دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 


إن النهاية عند عدد لا تعنى قيمة الدالة عند ذلك العدد» وإنما قيمة الدالة عندما تقترب 2 من ذلك العدد. 1443 - 2021 
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لاحظ أننا عندما نقدّر النهاية باستعمال التمثيل البياني أو جدول القيم» فإننا نبحث عن قيمة (0)/ عندما تقترب :« من © 
من كلا الجهتين. ويمكننا إيجاز وصف سلوك التمثيل البياني عن يمين عدد أو عن يساره بمفردة النهاية من جهةٍ واحدة. 


النهايات من جهة واحدة 


النهاية من اليمين والتهاية 
من اليسار للدالة 

لمناقشة النهاية من اليمين 
لدالة عند ©> يجب أن نضمن 


أن الدالة معرّفة على يمين > 
على فترة.(ط ن) 

ولمناقشة النهاية من اليسار 
لدالة عند ©> يجب أن نضمن 


النهاية من اليمين 


إذا اقتربت قيم (3)/ من قيمة وحيدة ,1 ؛ عند 


اقتراب قيم ا من العدد © من اليمين؛ فإن: 


7 - ام حصنا 0 وتقراً: 
ع 


نهاية (6/ عندما تقترب 


عن اهن اقيمين هي 1 


النهاية من اليسار 


إذا اقتربت قيم (:0)/ من قيمة وحيدة م1 ؛ عند 
اقتراب قيم 7 من العدد © من اليسارء فإن: 


مآ 0 نار_صتر 8 وتقرأ : 


نهاية (9), غندها تقترب * من © هن اليسار هي 12 


أن الدالة معرّفة على يسار 


ع و يمكننا باستعمال هذين التعريفين إيجاز ما تعنيه مفردة النهاية من جهتين , وما يعنيه كونها موجودة. 


تكون نهاية ()/ موجودة عندما تقترب 1 من ©2» إذا وفقط إذا كانت النهايتان من اليمين واليسار 
موجودتين ومتساويتين» أي أنه: 
و 3 سخا < 11 
0 ار 0 ستل 


إذا وفقط إذا كان 1 - (2)/ 11111 
إذا وفقط إذا كان .1 - 1120/00 


تقدير النهاية من جهة واحدة ومن جهتين 


قدَّر إن أمكن كلا من النهايات الآنية باستعمال التمثيل البياني للدالة: 
|2 | |2 | ا-2| 


وصف النهاية 0 213 جما 23-7 الت 37 ا 
إذا كانت النهايتان من 0 . 2 0 
ا يُيّن التمثيل البياني للدالة أ 12‏ (مت)ر أن: 
متساويتين؛ فإننا نقول: إن 
١‏ نَ 2 2 
النهاية غير موجودة. 2- كا سنا , 2-ح- ا سنا 
+0جير -0بسير 
وبما أن النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين» فإن 
|2 


ل[ غير موجودة. 


و تداع كك" : لتاق كك" : (تاع ا 


يُبيّن التمثيل البيانى للدالة (3)ع أن: 
4- 0 جناي 7 60-4 لي 


وبما أن النهايتين من اليسار ومن اليمين متساويتان» فإن (3)ى سنا موجودة 
جير 
وتساوى 4. 


أقمْ تحقق من فهمك 


قدّر إن أمكن كلا من النهايات الآنية إذا كانت موجودة: 


5 5 : 5 : ل 58 ., دده ©666٠.‏ 
8 0ناز جسنا, قدا بالطل , 0 سنا حيث: 38) 0 وجا :ف م عيث: 


1 >2 , 23+2 2->2 , 2+ 0.52- 200 
ع / - ارة التعليم 
1 <2 21 ! 0 2-<2 , 2ل ا عه 6ه واناوا دأ ايا 
3 - 2021 
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السلوك غير المحدود 
تعني زيادة أو نقصان (3) 
بصورة غير محدودة عندما 
عج 22» أنه باختيار قيمة 


ل2 قريبة من» بالقدر 
الذي نريد» فإنه يمكننا 
الحصول على قيمة كبيرة 
ل |(3)/]بالقدرالذي نريد» 
وكلما كانت 1 قريبة من 2 
كانت |20)/] أكبر. 


النهايات غير المحدودة 
من الضروري أن نفهم أن 
العبارتين 


, 060-- د 


ار رونا 


2 11 
تار 5 بسنا 


هما فقط وصف للحالة التي 
بسببها (نتاكر حصذ1 
مجر 


غير موجودة: إذ لا يمثل 
الرمزانمه و»- عددين 


إنعدم متكركا على إيجاد قيمة نياية للدالة ( كعززه سيقي علد الأقتراني من نقطة نابعة لوي ثانجا بالضرورة عن عنم 


تساوي 


النهايتين من اليسار واليمين؟؛ إذ من الممكن أن تزداد قيم (:3)/ بشكلٍ غير محدود عند اقتراب قيم 1 من © وفي 


هذه الحالة نشير إلى النهاية بالرمز 00» أما إذا تناقصت قيم (0)/[ بشكلٍ غير محدود عند اقتراب قيم :3 من ©» فإننا نشير 
إلى النهاية بالرمز ه6-. 


6 


النهايات والسلوك غير المحدود 


قدّر -إن أمكن- كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: 


1 
4١‏ من 0 
التحليل بيانيًا : يُبيّن التمثيل البياني للدالة 6 - تر المجاور أن: 

7 0 0 إللة ! 0 


- 11 
42 - عن) يبر 42 د عمن) لجر 
فكلما اقتربت قيم : من العدد 4» ازدادت قيم (3)/ بشكل غير محدود» 
وبما أن كلا من النهايتين من اليسار ومن اليمينهه . لذا فإن 


7 نذا لا تساوي عددًا حقيقياه إلا أنه وبسبب كون كلتا 
النهايتين ©5» فإننا نصف سلوك (2)/ عند العدد 4 بكتابة 6ه - 0 صنل * 
التعزيز عدديا : 
تقترب من 4ه جه < تقترب من 4 
4.1 401 421 239 30.9 3.9 


10000 | 0 1000000 0 100 


يخا 


سينا لل بحي 


يبِيّن نمط قيم (::)/ أنه كلما اقتربت قيم :: من العدد 4 من اليسار أو من اليمين» فإن قيم (:2)رتزداد بشكل غير 
محدود» وذلك يعرّز تحليلنا البياني. 


بسنا 
3 0جير 
التحليل بيانيّاه ين التمثيل البياني للدالة ل - (:3 المجاور أن: 
فوط حطنا 7 1-2 مطنا 
34 +ل0جير 2 -0جويعن 


فكلما اقتربت قيم :* من العدد 0 من اليسار » قلَّت قيم (0)ر بشكل غير 
محدود. في حين تزداد قيم (:3)/ كلما اقتربت قيم : من العدد 0 من اليمين. 
إن كلتا النهايتين من اليسار واليمين غير متساويتين. لذا فإن + 111 غير 
ا ا را 0 > 2 بعبارة واحدة» بمعنى أنه لا يمكن أن 
نكتب مع ل ا وذلك بسبب سلوك الدالة غير المحدود من اليمين واليسار . 

التعزيز عدديًا: 


1 تقترب من 90 -_ له 


جه < تقترب من 0 


يبيّن نمط قيم (:3)/ أنه كلما اقتربت قيم :3 من العدد 0 من اليسار أو من اليمين» فإن قيم(3)/ إما أن تنقص أو 
تزداد بشكل غير محدود» وذلك يعزز تحليلنا البياني. 000 .و 
©6..* ا ...هه 


قدّر -إن أمكن- كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: وزارة التعليم 
48 2 1 دهن معنالع عه بمأكاصأالطة 
1 3 - 2021 
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لا تكون النهاية موجودة أيضًا عندما تتذبذب قيم (3)/ بين قيمتين مختلفتين باقتراب قيم :ا من العدد ©. 


التذيذب اللانهائي 


خاصية تتبع المسار في 


النهايات والسلوك التذبذبي 


0 
00 


رظة 6.)05 1 إذا كانت موجودة. 


للدالة إل أنه لا يمعنك 7" 
الاعتماد عليها دائمًا. فهي 
تعتمد على عدد محدود من 
النقاط في تمثيل المنحنى» 
كما في المثال 5 المبيّن 
تمثيله أدناه . 


يُبيّن التمثيل البياني للدالة لذ 08© > ()/ المجاور أن قيم (0:) تتذبذبُ 
بشكل مستمر بين العددين 1 -. 1 كلما اقتربت قيم :3 من العدد 0» مما يعني 
أنه لأي قيمة :1 قريبة من الصفر . بحيث 1 - (27)/ » يمكنك إيجاد قيمة 
قريبة جدًا من الصفر مثل 3 » بحيث 1- - (ج:3)م » وبالمثل لأي قيمة قريبة 
من الصفر ج:2» بحيث 1- ح (و«)ر» يمكنك إيجاد قيمة مثل ع3 قريبة جذا 
من الصفرء بحيث 1 ح (ن:3) /. 
ع 31 1 5 4 5 
أي انع وم» 1 غير موجودة. 
لام 0.05 :501 [0.25 ,0.25-] 7 تحقق من فهماك 
1 15[1 ,15-] 
فالتمثيل بالحاسية البيانية قدّر كل نهاية مما يأتى إذا كانت موجودة: 
لم يظهر أن للدالة عددًا لا 1 1 
نهائيًا فى التذيذيات يالقرب 6 ع اد عملا 58) (دصنه 2) سنا 
ب جين جهن 
من الصفر. 


نلخص فيما يأتي أهم ثلاثة أسباب تجعل نهاية الدالة عند نقطة غير موجودة. 


أسباب عدم وجود نهاية عند نقطة 
تكون (7)/ 11133 غير موجودة في الحالات الآتية: 
عبد 
* عندما تقترب قيم (3)/ من قيمتين مختلفتين عند اقتراب قيم < من العدد © من اليسار ومن اليمين. 
» عندما تزداد قيم ()/ بشكل غير محدود عند اقتراب قيم 1 من العدد © من اليسار وتتناقص قيمها 
بشكل غير محدود عند اقتراب 2 من العدد © من اليمين؛ أو العكس. 
» عندما تتديدب قيم (2)/ بين قيمتين مختلفتين عند اقتراب قيم 2 من العدد ©2. 


ال ار لتمثيل البياني للدالة ان 
نقصان قيم 3 بشكل غير محدود . وفيما يأتي ملخّص لرموز هذه النهايات. 


النهايات عند المالانهاية 


٠‏ اسه ب عرو ا سحي بح ووو فإن: 
ح (تار .0 ستل ٠‏ وتّقرأ « نهاية ()/ عندما تقترب قيم د من موجب مالانهاية هي 1.1 ) 


اتوي فب رمن د ويد !عت فتصان في بتكي كير مود فك 
ح (تالر' تطلل ؛ وتّقراً «نهاية (0)/ عندما تقتر, ب قيم :د من سالب مالانهاية هي :1 ) 


وا سس به الو ل ع را سي ورم 

قيم 2 من 06 أو00-ء بمعنى: 0 

"1 المستقيم © - هو خط تقارب رأسي للدالة #ء إذاكانت الو أو مهلك ارال ويد‎ ٠ 

| لمستقيم © - /1 هو خط تقارب أفقي للدالة كرء إذا كانت © - (#دكر حصنا أوء ع (عدار حصنا مهأ معنلع 6ه ومتكاص ايح 
1 حت ار 3 - 2021 
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خطوط التقارب 
تشير النهاية في المثال 62 


إلى وجود خط تقارب أفقي 
0 ح /1؛ وتشير النهاية في 
مثال 65 إلى وجود خط 
تقارب أفقي 2 ح /1. 


السلوك المتذيذب 
إن التذبذب اللانهائي للدالة 
لا يعني بالضرورة عدم 


وجودالنهاية عندما تقترب 


دمن مه أو مه- . فإذا 
كان التذبذب بين قيمتين 
مختلفتين؛ فالنهاية غير 
موجودة: أما إذا كان التذبذب 


متقاريًا نحو عدد معين» 
فالنهاية موجودة. 


تقدير النهاية عند المالانهاية 


قدّر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: 


6 


0 


( 


5 
كا 

التحليل بياتيًا: يُبيّن التمثيل البيانى للدالة ل - (*)/ المجاور أن 
0 - 2 وهنا » فكلما زادت قيم :» اقتربت قيم (:2)/ من العدد 0. 
التعزيز عدديًا: 


جه : تقترب من 6ه _ ا ل 


23 10 100 1000 10000 | 0 


5 مر 


0021 021 0.0001 | 31 


يبي نمط قيم (6/ أنه كلما زادت قيم :» فإن قيم (7)/ تقترب من العدد 0. 
(مك) 1 
39 مه جين 


التحليل بيانيًا ٠‏ يُبيّن التمثيل البياني للدالة 2 + كك - > ()/ المجاور أن 
1 5 


1 
3 د ل د م 
2- 2+ -) يمسق فكلما قلَّت قيم دء اقتربت قيم (3]/ من العدد 2. 0 
أ 
التعزيز عدديًا: ع2 لها 
*تقترب من - هه 25 + ,2 - 9م 
0 0- 0 0 23 
1037 7 1.6 7 1299997 0 


بين نمط قيم (2)ل/ أنه كلما قلت قيم ند» فإن قيم (0:)تقترب من العدد 2. 

3 زو *(2.7) ستل , :3302 ذو 2.7(7) سطل 

التحليل بيانيًا: يبيّن التمثيل البياني للدالة 1 

+37 عله *(2.7) > (ندار المجاور أن: 2 عنه ”(27) - 0ل | 
55 ف #2 : . 7 27 

0 ح 32 صنذه *(2.7) ملل » فكلما قلت قيم :3 » 


تذبذبت قيم (3)/ مقتربة من العدد 0 . 
في حين يبيّن التمثيل البياني أن طنزو *(2.7) +2ذ[ غير موجودة» فكلما 
ازدادت قيم :3 تذبذبت قيم (:3)/متباعدة. 


التعزيز عدديًا: 


جه :2 تقترب من 6 -_ل 


تقترب من مه- < 


-38 . 50.1 56.11 


-0.00002 | -0.00004| 0 1.8 <”»104 3.3 <<1021|--4.5 << 2 


ييك] ار 


متباعدة كلما زادت قيم 3. وزارة التعليم 


ها معنالءع عه بمأكاصذالطا 
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أ تحتق من فهملك 
قدّر كل نهاية مما يأني إذا كانت موجودة: 


68) 3 5 ا 1 8 *5 ما ©6) م« صذة حصنا 
مومجهىنر موجير وج 


يمكنك استعمال التمثيل البياني أو جدول قيم لتقدير النهايات عند المالانهاية في كثير من المواقف الحياتية. 


م مثال 7 من وافع الحياة تقدير النهاية عند المالانهاية 


3) هيدروتليك: تعمل توابصر لوغالاق الآبراب اللقيلةة والية هيد روايكية 
للنسكم في سرعة حركسهاة [1ا تسياب بزاوية 5 لم ثرلة لتقل النوابي 
فإن الدالة 24 (220)2.7 + 1 - 900 تمثل زاوية فتحته 0 بعد ثانية. 
قدّر )0 يصمتل وفسّر معناها إذا كانت موجودة. 


قدّر النهاية: 

مَشَُ الدالة 2 (20)2.7 + 1) ح (08 بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانية. 
لاحظ أنه كلما زادت قيم #» فإن قيم الدالة (0)6 5 تقترب من العدد 0. 

أي أن 0 > 00 جمنار 


لق الربط مع الجياة 


الأنظمة الهيدروليكية هي أحد أنظمة 
نقل القدرة التي تستعمل طاقة السوائل 


لقيادة أو تحريك الأجزاء المتحركة فسّر النتيجة: 

و ا 5 وحك - ع 5000 5 0 5 3 01 5 
كي النظام اليد روليكي: وتستعمل في إن قيمة النهاية 0 في هذه المسالة» تعني أن الزاوية التي يصنعها الباب مع 1 :50 [0.9 ,0.1-] ب 0.5 :501 [1,3-] 
العديد من المجالات»؛ ومنها فرامل ضع الاغلاة 5 الام 5 را 0 
السيارات والأيواب الثقيلة وغيرها. وصع الل عازاى مع مرور لزمن 


) دواء: يُعطى تركيز دواء في دم مريض بوحدة ملجرام لكل مللتر بالعلاقة قةِ “9.18- 2غ ع )0 . حيث ‏ الزمن 
استعمل الآلة الحاسبة بالساعات بعد حقن المريض . قدّر 8)© » وفسّر معناها إذا كانت موجودة. 

للوصول إلى شكل مناسب 

للتمثيل البياني للدالة الياة: 

في الآلة الحاسبة؛ يمكنك فدر النهاية: 

استعمال بعض ميزات الآلة. مَثل الدالة /2-918/ ع ()0 بيانيًا باستعمال الحاسبة البيانية. يتتضح من 
بدا من مفتا- (6#0) التمثيل البياني أنه كلما زادت قيمة ‏ فإن منحنى الدالة يقترب من 2.0 أي 
لك تيال كاصية أن 0 - )© يصفل . 


واختيار 2 النتيجة: 

1:عدادات النافذة شمر 

1 5 0 إن قيمة النهاية هي 0 وتعني في هذه المسألة أنه مع مرور الزمن» فإن 
لتحديد مدى القيم وطوا 

فترة التدريج لكل من ,» تركيز الذواء سيصبح قريبًا من الصفر في دم المريض. 

7 » كذلك يمكن اختيار 


5 :501 [3.5 ,0.5-] لاط 2 :56 [1,50-] 


هع تحقق من فهمك 


3 


تصغير وتكبير التمه 2) كهرياء: يزود مقبسر في منطقة ما بفرق جهد كهربائي يعط بالعلاقة 120154 حتذه 165 ع (1/)4 » حيث 1 
البياني, حتى يمكن الحصوق الزمن بالثواني . قدّر ا لل إذا كانت موجودة؛ وفسّر معناها. 
علي شكل مناسب للدالة. 
كَمَا حمكن استعمال خاصضية 08 أحياء : عند وضع عدد من ذبابات الفاكهة في وعاء يحوي حلييًا وفاكهة وخميرةً فإغ هيج إلذبابات يعييها 
ٍ/ 3 ياللاعثملءووهة 
الما دعت سار ع يوم يُعطى بالعلاقة وة بك - )5 . قدّر 5)8 فال إذاكاقت مرجردة قار لبا 9 
على التوصل لتقدير قيمة وزارة التعليح 
النهاية. عا دهن معنالءع عه بمأكاصذالطا 
1 3 - 2021 
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31-7 3خ 0 


قدّر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني» ثم عرز إجابتك باستعمال 
جدول قيم. إرشاد:" يمكنك استعمال الآلة البيانية للتمثيل 
البيانى". [المثالان 1,2) 


) (10 - نك) يمنا 0 3 + 3و2 - قمر وهنا 
6 (22-15+ 2م يسنا 4 1 3 مصثل 

5) [( وم - ع 2ومع) 5] بوصلا 6 3 072 هنا 

6 (د مت + م يمنا م 20حتختت _موزز 


قدّر كل نهاية مما يأتى إذا كانت موجودة: (مثال 3) 


- 4 
و) تلك ورور 0( تا حصنا 
3 +0جير ل > (جسيو 
2 _2 
1) 2 بصنا دم تختطحتة وورزز 
إعد| 0جبعن 12-3 3خ 
1 2 2 
وى اتختثا وين 4) تل حتقطتة موزز 
1 لمجو |2 + ما جين 
2 
: 2 ا 
08 5 كاد 0 
3 جع . 
7) ا 0 وملا 8( 5 صل 
20 5- : 
19 / 3 ح (د)/, (د)/ سنا 
2 23 [ داز ضار وض 
وم 9 >2 , 0 وار, ضار سنا 
- (2)/, )7 111 
0< ع , م جنر 
استعمل التمثيل البيانى لتقدير كل نهاية مما يأتى إذا كانت موجودة: 
(الأمثلة 1-4) 


21) دار الطلل 


2) )ع وملا 


25 دار حصنا 4) )ع مصلل 


قدّر كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة: (الأمثلة 4-6) 


5 للحي ممنر 6 لتك بصنا 
6 ل برق + 2ن سجر 4 - :د 4جمر 
2 
7 تغب يونا 38 - حصنا 
5 10 - 2ن ومتر 0 6ج 


9) (1 ل ع4 - اوبديي العلل 0) ويم 1 


5بي4 موجر 


الوح 
انا دهده يبال شي سل 
53) الل يور 4) ل وم 2ن مضنا 
جتن 38 اكوم 


55) دواء: تم توزيع لقاح للحدٌ من عدوى مرض ما. وبين التمثيل 
البياني أدناه عدد الحالات المصابة بالمرض بعد 20 أسبوع من توزيع 
اللقاح. (مثان 7) 


الحالات المسجلة 


8) استعمل التمثيل البياني لتقدير (20)/ «هنا » (60]/ يهنا . 


) استعمل التمثيل البياني لتقدير (20)/ 90ذ1 إذا كانت موجودة» 
وفشّر النتيجة. 


6) برامج تلفزيونية : يُقدّر عدد مشاهدي أحد البرامج جح التلفزيونية 
اليومية بالدالة 12 - 12)1.25012(4 ح (0)ل ره اليوم منذ 


8) مَثّْل الدالة (4)/بيانيًا فى الفترة 20 > 4 > 0. 
م( ما عدد مشاهدي البرنامج في اليوم: الخامس» العاشر » 
العشرين» بعد شهرين( 60 - 0)؟ 
©») قدّر (14/ لذ[ إذا كانت موجودة, وفسّر النتيجة. 
57) كيمياء: تتسرّب مادة سامة من أنبوب غاز تحت الأرض كما في 
الشكل أدناه . ويعبّر عن المسافة الأفة فقية بالأمتار التي تقطعها المادة 
المتسرّبة بالدالة 1 < + ,1 - '(2000)0.7 ح (4)8 . حيث 1 عدد 


السنوات منذ بدء التسرّب. (مثال 3) 


8) مَثْل باستعمال الآلة البيانية الدالة بياننا فى الفترة 15 > + > 1. 


) استعمل التمثيل البياني وخاصية تتبع المسار في الحاسبة البيانية 
لإيجاد قيم 4 عندما 15 ,5,10 - م. 

22 

0( م سي 


مهةتأمعسلط 6ه ناكا و 1 ايا 
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للدالة المدثلة بيات أدناده كدر حل كهانة مما بان إذا كانت موجودة: 
5 
8 ار ستل 1 


كلامم 


9 00 صخر 
0 دار سنا 
41) ندار ست 3 1235 


2) تار اخل 5 


45) (ار يسنا 


حاسبة بيانية : حدّد ما إذا كانت النهاية موجودة أو غير موجودة في 
كل مما يأتي. وإذا لم تكن موجودة» فصف التمثيل البياني للدالة عند 


نقطة النهاية: 
2 
44) ماحعتبيون 45م ا تتت بمونزنز 
1 +22 شع 1جعر 2ع 2ج تفجسر 
6 هم 3 ون © لتايس 


مسائل مهارات التفغكير العليا 


8) اكتشف الخطأ: قال على: إن نهاية الدالة الممثّلة بيانيًا فى الشكل 
أدناه عندما تقترب :: من 6- هي 4- . في حين قال محمد: إنها 3. 
هل أي منهما إجابته صحيحة؟ برّر إجابتك. 


49) مسألة مفتوحة: أعطٍ مثالا على (1)3» بحيث تكون ندا صخل 
موجودة. و 0 عي عرقت ويفا لا على دالة شرق قاو ينيك 
تكون (0)؟ معرفة» ولكن (:)8 1121[ غير موجودة. 


0) تحدٌ: إذا كان تنك - ومع, 0 2 د وار تر كلمن 
2ج 5-5-5 


)و يصنا 1 ونا وإذا كانت (7)3 ,(11)2 كثيرتي حدود بحيث: 


' 520 
0 ع (60), 0 0-0 


برّر إجابتك. 


- (7)0» فماذا يمكنك القول عن 


31 تبرير: حَدَّد ما إذا كانت العبارة الآية صحيحة دائمًا أو صحيحة 
أحيانًا أو غير صحيحة أبدًا. برّر إجابتك. 


إذا كان .آ - (#كر, فإن آ - (تاريهنا. 


2) مسألة مفتوحة: مَثُل بيانيًا دالة تحقق كلا مما يأتى: 
ح (2,7)2 ع (7)0, 3- ح- 
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()/ جهفل» و (2)ر وهنا غير موجودة. 


3 تحدٌء قدّر كلا من النهايات الآتية للدالة/إذا كانت موجودة: 


1- > ب 4 +212 
0 >> +« ع 1 , 1- 
زع 
2 >1 , 2 30 
2< 2-3 
ضكر صن 6 )4 يمنا ) فار طش 
4) اكتب: من خلال ما لاحظته في حل التمارين» وضح طريقتك 


5) أثبت صحة المتطابقة. (مهارة سابقة) 
0 - 2982 _- 1 | مه 


0006 510 
6 حدّد ما إذا كانت الدالة الآتية متصلة عند قيم *« المعطاة. برّر إجابتك 
باستعمال اختبار الاتصال. وإذا كانت الدالة غير متصلة» فحدّد نوع 
2-5 
عدم الاتصال: لا نهائي, قفزيء قابل للإزالة - - مط 
(مهارة سابقة) 


7 أوجد متوسط مُعدّل تغير 6- 1/1 
[8,16]. (مهارة سابقة) 


- (2) في الفترة 


أوجد قبالين الواوية # بين المعدهين «ين فى كل سيان : (الدرس 1-5) 
8) (4,7,6-) حر ,(2- ,2,9) - 
9) ع91 + [8 + 71- ح 2 , ع61 + [5 - 31 - 111 


0) باستعمال التمثيل البيانى للدالة )كرح 17 أدناه» 
ما قيمة دار يسنا (إن وجدت)؟ 


0 
3 © 0 8 


8 1 0 النهاية غير موجودة 


1) إذا كانت طِ- ()ج وكانت العبارات: 
ا نقطة عدم اتصال قفزي. 


©8 ووهة© 

ااا نقطة عدم اتصال قابل للإزالة. ا 

فأيٌّ مما يأتي يصف التمثيل البياني لمتحنى الدالة 809؟ ,, .. ,,.. 
0 دي يي 1 وزارة التعليح 
4 [ فقط ف 11 فقط صهأأمعنلعط 06 بماك اص لطا 
8 1,111 فقط « 1و1]1فقط 43 - 2021 


فِيماا سيق 
درك كيفية تقدير النهايات 
بيانيًا وعدديًا. (الدرس 4-1) 


وإلاان 

أجدُ نهايات دوال كثيرات 
الحدود والدوا ل النسبية 
عند قيم محددة. 

أجد نهايات دوال كثيرات 
الحدود والدوالالنسبية 
عند المالانهاية . 


١‏ لمفودات 


التعويض المباشر 
01 أن أأكطناكى عع أل 
الصيغة غير المحددة 


زه عأ عع لما 


إذا كانت 0 > )1 03 عددًا 


ل ده ا 
ذوجيًا فإن 100/؟ بنذب 


غير موجودة. 


رابط الدرس الرقمي 


: .- , إساع لها 
حساب النهايات جبريا 3 
لإأأهءأة1طعع41 كأأمانا عمل أدناه/ط : ع 
6 . ع1 
ثماذا) © 


إذا أعطيت اتساع البؤبق بالملمترات لعين حيوان بالعلاقة 
حيث 32 الاستضاءة الساقطة على البؤْبؤ مقيسة بوحدة اللوكس (111)» 

فإنه يمكنك استعمال النهاية عندما تقترب :* من 0 أو 00 لإيجاد اتساع البؤبق 
عندما تكون الاستضاءة في حدَّها الأدنى أو الأعلى. 

حساب النهاية عند نقطة : تعلمتَ في الدرس 4-1 تقدير النهايات بيانياء 
وباستعمال جداول قيم . وستكتشف في هذا الدرس طرائق جبرية لحساب 


النهايات. 


نهايات الدوال الثابتة 


.. 85+ 1522-9245 _ 
0 045 مني 


نهايات الدوال 


التعبير اللفظي: نهاية الدالة الثابتة عند أي نقطة © هي القيمة الثابتة للدالة. 


الرموز: - عا يذ 


نهايات الدائة المحايدة 


التعبير اللفظي : نهاية الدالة المحايدة عند النقطة © هي 2 5 


الرموز: © ح ند يمنا 


تظهر أهمية نهايات الدوال الثابتة والدالة المحايدة واضحة فى خصائص النهايات. 


إذا كان ©  ,‏ عددين حقيقيين» عددًا صحيحًا موجبًاء وكانت النهايتان (5)/ 1110 , )م 1ن[ موجودتين, 
فإن كلا من الخصائص الآتية صحيحة: 


خاصية المجموع: 
خاصية الفرق: 

خاصية الضرب في ثابت: 
خاصية الضرب: 
خاصية القسمك : 
خاصية القوة: 


خاصية الجذر النوني: 


تتام يسنا + دا ريسنا - [تتاى + تحار ] بصنا 
(تتاع يسنا - تار يسنا - [ضتاى - نار ] بصنا 
دار يسنا ؛ - [مارء ] يسنا 

)ع يهنا ٠‏ ماكر يسنا - [تماج ٠‏ مار ] بصنا 


مازجنا _ صمر 
13 20 تمع 2 


“[ ردنا ] - ”[0ار] سنا 


جتنا ؛ حيث 0 غ (داى يجنا 


ار يعنا/؟ - 60ار/؟ سنا ؛ إذا كان 0 < همات يسنا 22 15 


مهةتأمعسلع 0 يساك ادا 


وإذا كان 7 عددًا فرديّاء فإن ار سنا حت ار سنا 4 3 - 0021 
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خصاتص النهايات 
تبقى خصائص النهايات 


النهايات من جهة واحدة؛» 
وفي حال كونها عند 
المالانهاية ؛ شريطة وجود 
هذه النهايات. 


خاصية الجذرالنوني الزوجي 


تستخدم فقط إذا كان 
0<0)/ سنآ 
ومن 


138 


(3 +62 -22) بسنا 
4جسيح 


جين #4جير 4جير 
واي دك الات 
42-6.4+3- 
5-- 
تحقق2 يعرّز التمثيل البياني للدالة 
3 +62 - 2ب - (م)ثر هذه النتيجة. 


1+ تبيه . . 
م( 2-5 ملل 
(1 + تيه) ستل 101 
(5 - ) راطفا دع ب الل 


1 سف + ته ذا 


2جع 
َ 0 -2 حطتتا 
2ج 2ج 
1 حصنا + حمنا )4 
جور جين 


5 تنا -2 111 


حك جوير 
23+1-)4 _ 
0000-2-5 
4 ح- 


تحقق كرّن جدولًا لقيم * التي تقترب من 2- 


ل تقترب من 2- له 


) مساق 8 يسنا 


- 6 وطا/ - -- قل وض 
113[ - 8 1111 
3جىنر 3جينر 


-1/8-3 


5 - بسَط 


استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي: 


08 4 + 3:-) يمنا 
2جتنن 2-5 - 


لاحظ أن نهاية كل دالة في المثال أعلاه عندما تقترب :« من © تساوي قيمة (©)]. ومع 


3 عنئا + :6 ممنا - 22 ممنا ح (3 + عدم - 2ن) سنا 
6 


2-3 018 


استعمال خصائص النهايات 


استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي: 


خاصيتا المجموع والفرق 
خاصيتا القوة والضرب في ثابت 
نهايتا الدالة الثابتة والدالة المحايدة 


بسط 


خاصية القسمة 


خاصيتا المجموع والفرق 


خاصيتا القوة والضرب في ثابت 


نهايتا الدالة الثابتة والدالة المحايدة 


بسط 


من الجهتين. 


:2 تقترب من 2- ل 


من الواضح أنه كلما اقترب :2 من العدد 2-., فإن (3)/رتقترب من العدد 4.4 


< يسنا - 8 يسنا - (د - 8) يسنا خاصية الفرق 
3جبر تحير 
3--8- عوّض 
0< 2 بشط 


خاصية الجدنالثوتي 
خاصية الفرق 


نهايتا الدالة الثابتة والدالة المحايدة 


سنا فق 3+ 27 05 0 


21 جنر 


أن هذه الملاحظة لعزابقم بحت ليم 


في جميع الدوال» إلا أنها صحيحة في دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية التي مقاماتها لا تساوي صف ا ادل 


6 > 2 . كما هو موضح فيما يأتي: 


الفصل 4 النهايات والاشتقاق 


2021 - 3 


الدوال الجيدة السلوك 
تعد الدوال المتصلة مثل 
دوال كثيرات الحدود ودالتي 
الجيب وجيب التمام دوالَ 
جيدة السلوكء إذ يمكن 
حساب نهاياتها من خلال 


التعويض المباشر. ويمكن 


نهايات الدوال 


نهايات دوال كثيرات الحدود 
إذا كانت (7)3 دالة كثيرة حدود » وكان © عددًا حقيقيًا » فإن (7)0 - 


نهايات الدوال النسبية 


ام يصنا . 


مم 


ح (مدا)1 دالة نسبية وكان 2 عددًا حقيقيًاء حيث 0 َ# )0 فإن --- ) 7 


إذا كانت انق ح ع )/ ع )1 جنا . 
#جحيع 


00 


إيجاد نهاية الدوال من خلال 
التعويض المباشر حتى وإن 


وبشكل مختصر» فإنه يمكن -حساب نهايات دوال كثيرات الحدود والدوال النسبية من خلال (1787281لقلك! . 
لم تكن الدالة جيدة السلوك | ١‏ شريطة ألا يساوي مقام الدالة النسبية صفرًا عند التقطة التي تُحسب عندها النهاية. 
على مجالهاء بشرط أن تكون 8 8 

متصلة عند١ا‏ لنقطة التي 


استعمال التعويض المباشر لحساب النهايات 


احسب كل نهاية مما يأتى باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكتاء وإلا فاذكر السبب: 
©4 +ع + 2ج 2‏ و5 + 4رة-) سنا 
سجيتر 
بما أن هذه نهاية دالة كثيرة حدود. فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر. 
4+ (1-) + 1(2-)2 - 1(3-)5 + 1(4-)3 د 
7--3-5-2-1+4-- 


(4 دعو + 22 - تبر ل ذيوق -) حصنا 
سجبتر 


تحقق يعرّز التمثيل البيانى بالآلة البيانية للدالة 1 ١‏ لللب 
4 دع د 235-12 5+ 4 - 0 عربتم .و تير .ميك 3-- لاا 
هذه النتيجة. 
1 [8 ,8-] نإ 0.2 :501 [4 ,4-] 
() كل بون 
2 دعر جر 
بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامُّها ليس صفرًا عندما 3 - *» فيمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر. 
3 3 
)23 65 حك بريزز 
2)2) -3 2 دمو جر 
لك _ 
6- 
6-- 


2 
5 -1 

2 بن[ 
( 2-1 [جوير 


بما أن هذه نهاية دالة نسبية مقامها صفر عندما 1 - 3 » فلا يمكننا حسابها باستعمال التعويض المباشر. 
) 5 د ددلية سنا 
دجويو 


بماأن 1>0- - 6+5 - 


(06+5) . تفا» فلا يمكننا حساب 5+ رصنا بالتعويض المباشر. 
حي سجير 


تحفق من فههاء 
احسب كل نهاية مما يأتى باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكناء وإلا فاذكر السبب: 
(7 مه - تيرج - 3ع) بصنا 28 -- 
4جير 2 كلجر 
20 2 بصنا 
8جسير ©6 .وهة© 
4 .مم6 
.6ه 
لنفترض أنك استعملت خاصية القسمة أو التعويض المباشر لحساب النهاية ل الفا بشكل تخاطئ كما يلي : 
2 (22-1) بسنا 55 وزارة التعليح 
- ا 1 -- لكك دلت 2 مطنا وهذا ليس صحيحًا؛ لأن نهاية المقام تساوي 0 . 1050أمء للع 6ه لمأكاص الا 
ا اللكام ا لك ركم 3 - 2021 
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يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة 7 الصيغة غير المحددة؛ لأنه لا 

يمكنك تحديد نهاية الدالة مع وجود صفر في المقام» ومثل هذه النهايات قد تكون 2-2 - ور 
8 ل 1 ل 18 3 وه 4 

موجودة ولها قيمة حقيقية» أو غير موجودة. أو متباعدة نحو 00 أو 0ه-» ويبين 


5 ع 1--2يي اه‎ 2 : ١ 
. 2 التمثيل البياني للدالة حك - )م أن كز[ موجودة وتساوي‎ 


على الرغم من أن الصيغة غير المحددة تظهر من خلال تطبيق خاطئ لخصائص النهايات» إلا أن الحصول على هذه 
الصيغة قد يرشدنا إلى الطريقة الأنسب لإيجاد النهاية. 
إذا قمت بحساب نهاية دالة نسبية» ووصلت إلى الصيغة غير المحددة © » فبسّط العبارة جبريا من خلال تحليل كل من 


استعمال التحليل لحساب النهايات 
احسب كل نهاية مما يأتي : 
6 2-0 2ع 1 


1 
4 جا 
ع اب لد سح فك ورور ووو بن عدون اناا سياه وات ار 
ينتج عن التعويض ا باسر 520 4 + 4ه 0 افإن 2 تحليل ا ار جبرياء واختصار أي 


(4 + نارة - م 1 20 و تير 


1 ' 
4 + عد 4جير 4 + عد 00 1م 
5 : 
تدعت اناك القدس ‏ لفكت بالطلل -ّ اختصر العامل المشترك 
(5 - 2*) ممطنا ح- بشظط 
9 ح 5 ه©4-) - عوّض وبسشط 
تحقفق يعرّز التمثيل البيانى للدالة 1 
1ج مر 00 2 0 2] 4- 
20 (3)كر هذه النتيجة. 1 
28-- 
_- 0م _- 
لسستحجخي يننا 2ت دمر 
1 + 72 - “برق تير 3جسير 
ِ 0 3-3 
ننج عن التعويض المباشر ل - : 
٠‏ ينتج عن التعويض الحباثر 0 21 م رو)7 33-2072 
عند اختصار البسط بأكمله, نيز 1 8- :5 5 
5 حصنا - ٍّ حملا أعد تجميع المقا 
فإنه يصبح 1 وليس 0 . (7+21-)+(3-32م) 3جد 21 ع7 لاير3 اث تسر كن * 
2-3 ات أخرج العامل المشترك من الحدود 
(3-:)7-(12)6-3 3جر المجمعة في المقام 
تلحقبووات أخرج العامل المشترك في المقام 
(3-)(2-7,) 3ج 4 
ا - 55 
(صسيههو)(7 - 22ن) دصر 
حصنا - بسّط 
27 بر 
ىت 1 - عوّض وبشط 
ود 
59 3(2-7) ©6» 1 ...هه 
تحقق من فهمك 220 
احسب كل نهاية مما يأتى: 10000 
ال 5 وزارة التعليح 
١2 08‏ لد مرك - ديرق تير 1 38 726 جح 2 مآ ا 
2+ 2ج 11-2 - 3:2 بير 3 - 2021 


0 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


ينتج عن اختصار العامل المشترك بين بسط ومقام الدالة النسبية دالة جديدة» ففي المثال 38 ينتج عن الاختصار بين 
بسط ومقام الدالة / دالة جديدة م» حيث: 


5-::- ومع , لتجفحة د ومر 


الماك ا موسي ع كد لكي مويك صرة الرساه ات 


2 
عندها؛ لذا فإن (5 -2) لملا 00 ١‏ 
جسير 
والطريقة الأخرى لإيجاد نهايات ناتج التعويض فيها صيغة غير محددة؛ هي إنطاق البسط أو المقام أولّاء ثم اختصار 
العوامل المشتركة. 


استعمال إنطاق البسط أو المقام تحساب النهايات 


1 . 5 9-8 نان 5 5 
ينتج عن التعويض المباشر 8 - كلدم زو اليلق السظ و ويواق التخمر العرامل المترفة 


3+ عدله ٠.‏ 3 حتلا ون - 3-ئتلا 


دمن اضرب كلا من البسط والمقام في 3 + 1/7: والذي يمثل مرافق 3 - 2/ه 
2 


اقلل - نه 


(3 + 90 -#) فبير 
لفحت _ يمنا - اختحس العافن المشترك 
(3 + عل.) (وسيي) وبار 


1 
مطنا ح نش 
3 ل علد وجسير ١‏ 


فى ل التيجاود هذه النتيجة. لزانو 


ع 
ع 
أ 


احسب كل نهاية مما يأتى: 5 :اعة [0.4 ,0.05-] زط 1 :501 [20 ,0.1-] 


4 2 
تشحت ونا وم للد 


48 
( 5 2-6 5جمر 4 0مجير 


حساب النهايات عند المالانهاية: درست سابقًا أن لجميع الدوال الزوجية سلوك طرفي التمثيل البياني نفسهء 
وكذلك الدوال الفردية لها جميعًا سلوك طرفي التمثيل البياني نفسه. 
نهايات دوال القوى عند المالانهاية 
لأي عدد صحيح موجب 11)» 


٠‏ مه ع “عن 111ل[ 
6 ج21 


5 -24 : 2 5 .#0 
مه ع عد 1180 ءإذا كان 7 عدذًا زوجيًا. 


11 : 2 5 206 
© 6ه6- - اذا ١‏ 5 
د متصقل ءإذ كان 7 عددا فرديا 


إن سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة كثيرة الحدود هو ذاته سلوك طرفي التمثيل البياني لدالة القوة ولرة النجمليم 


مه معن ل2 6ه 15 طة اي 


الرئيس في كثيرة الحدود» وهو الحد ذو القوة الكبرى» ويمكننا وصف ذلك أيضًا باستعمال النهايات. 3 | 2 2021 
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102 


الضرب في المالانهاية 
مه ح قار جنا 
عجصيور 


تعني أن الدالة تأخن قيمًا 
موجبة ومتزايدة بشكل غير 
محدود؛ كلما اقتربت قيم :1 
من العدد 0©؛ لذا فإن ضرب 
هذه القيم في عدد موجب لا 
يغير هذا السلوك؛ أما ضربها 
في عدد سالبء فإنه يعكس 
إشاراتهاء وبذلك تقترب 
النهاية من مه- , أي أنه إذا 
كان 0 < 2 فإن: 

رمه -(66ه) 3 

مه- ‏ (مه) ه- 


دالة المقلوب 

تذكر أن دالة المقلوب هي 
كك - 0 » حيث (6)3 دالة 
كك 


خطية ؛ و0 و (4)3. 


نهايات دوال كثيرات الحدود عند المالانهاية 


إذا كانت 40 + درم + ... + “,4 - ()7 دالة كثيرة حدود؛ فإن 
١‏ ع 0 0 : 
تبراك الى ك عات وان اميه وال > ايوبا 


يمكنك استعمال هاتين الخاصيتين لحساب نهايات دوال كثيرات حدود عند المالانهاية. تذكّر أن كون نهاية الدالة 
مه أو 0ه- لا يعنى أنها موجودة» ولكنه وصف لسلوك منحناها؛ فإما أن يكون متزايدًا بلاحدود أو متناقصًا بلا حدود. 


نهايات دوال كثيرات الحدود عند المالانهاية 


احسب كل نهاية مما يأتي: 
(52-1 + 222 - تج) سنا 
مو جور 


ج ملعتل -(1 عق + 2,2 ثم) ملقلل نهاية دالة كثيرة الحدود عند المالانهاية 


ماع نهاية دالة القوة عند المالانهاية 


5) لد - ع3 + 4) يصفل 


2شٍ_ صخل - 2ع - 32 + 4) يجنا تهاية دالة كثيرة الحدود عند اثمالانهاية 
2 ومن - - 


ووجحعر 


خاصية الضرب في ثابت 
60- ع نهاية دالة القوة عند المالانهاية 
) 32 - كير5) حطنآ 

موه جير 


ك5 بلطلل ح زرة - كيير5) ملقلل نهاية دالة كثيرة الحدود عند المالانهاية 


4 : 5 1 
- اانه 
عد لصتل 5 خاصية الضرب في ثابت 


هن و5 غ251 نهاية دالة القوة عند المالاانهاية 


هع تحقق من فهمك 


احسب كل نهاية مما يأتي: 


54 (9 + يه - )يجن 58) (د- ترق + 6ح4) عسنل ©66) (تببك + 622 - 28) ستل 


ولحساب نهاية دالة نسبية عند المالانهاية نحتاج إلى خصائص أخرى للنهايات. 


نهايات دالة المقلوب عند المالانهاية 
التعبير اللفظي: إن نهاية دالة المقلوب عند موجب أو سالب مالانهاية هي صفر. 


' يك 
الوموز: دي ا 


لأي عدد صحيح موجب 7: فإن 0 - 2 لافار 


ويمكننا استعمال هذه الخاصية لحساب نهايات الدوال النسبية عند المالانهاية » وذلك بقسمة كل حد فيو زلبظ وانقاع_ ليم 
الدالة النسبية على أعلى قوة لمتغير الدالة. 


دهن فعنالءع عه بمأكاصأالطا 
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نهاية الدوال النسبية 
توجد ثالاث حالات عند 
حساب نهايات الدوال 
النسبية عندما تقترب ا من 
المالانهاية. 

1) إذا كانت درجة البسط 
أكبر من درجة المقام؛ فإن 
النهاية إما © أو ه-, 
بحسب إشارة الحد الرئيس 
في كل من البسط والمقام. 
2) إذا كانت درجة البسط 
مساوية لدرجة المقام, فإن 
النهاية مساوية لناتج قسمة 
معاملي الحدين الرئيسين 
في البسط والمقام. 


3) إذا كانت درجة البسط 
أقل من درجة المقام؛ فإن 
النهاية صفر. 


احسب كل نهاية مما يأتي إن أمكن: 
5 + 43 5 

وك 
در عد 
2000 : 5 + ع4 .. . 
3 ل و بات 
59 58 
ل 
2-0 


لذ ونا 5 + 4 مسن 
2 موجدم2 موجن 


لذ وسنزة - 8 حصنا 
32 مجم 


موجب 
1 24+50 
2 2008-3500 
50000 4 1 . 4+5 
تحققق يعزز التمثيل البياني للدالة حعدح. > (3)/ المجاور 
هذه النتيجة. و 
د - يوم 
1 + تيرق مجر 
خم 
3 3 2 
0 2 62 000 
1 3 مم لدجتير 1 + موق مو دجتير 
0 
2 4 
6-1 
2 2 
1 منا - 
0 ارون 
59 
ل جمنا - لظ حصنا 6 
2 مو دجير 2 وم سحي _- 
0 حمنا + 3 حصنا 
3 ممجير مجر 
6060-0 ل 
10> 30 7 
4 
ع2 ل تيرو موحد 
4 
قوز - تق يووزز 
2 ر 9 2006 ع2 ب 3برو 20065 
نج 2 
5 حطتا 
مج212 أذ 
١ 5 1‏ 7 5 
عا يي عم 
5_ 5 - 
0م 29.02.00 


نهايات الدوال النسبية عند المالانهاية 


اقسم كل حد على أعلى قوة؛ وهي :1 


خصائص القسمة: والمجموع؛ والفرق» والضرب في ثابت 


نهايتا الدالة الثابتة ودالة المقلوب عند المالانهاية 


لدف 


اقسم كل حد على أعلى قوة؛ وهي 2:3 


خصائص القسمة؛» والمجمو. ؛ والفرق» والضرب في ثابت 


نهايتا الدالة الثابتة ودالة المقلوب عند المالانهاية 


اقسم كل حد على أعلى قوة؛ وهي 2:4 


خصائص القسمة: والمجموع: والضرب في ثابت 


نهايتا الدالة الثابتة ودالة المقلوب عند المالانهاية 


وحيث إن نهاية المقام صفرء فإننا نكون قد طبقنا خطأ خاصية القسمة؛ إلا أننا نعلم أنه عند قسمة العدد 5 على 
قيم صغيرة موجبة تقترب من الصفر» فإن الناتج سيكون كبيرًا بشكل غير محدودء أي أن النهاية هي 50. 


الدرس 4-2 حساب النهايات جبريًا 


تحقق من فهمك 0 

احسب كل نهاية مما يأتي: 1 ولارة التعل 

م» تت يمنا 8 متكت يون ع6 11 اهبوره يماتامال 
ال 1 + ترط جد ح4 + 23 1198 - 2021 


13 


144 


درست سابقًا أن المتتابعة هى دالة مجالها مجموعة من الأعداد الطبيعية» ومداها مجموعة من الأعداد الحقيقية؛ لذا 

فإن نهاية المتتابعة غير المنتهية هى نهاية دالة عندما مه ج 1. إذا كانت النهاية موجودة» فإن قيمة هذه النهاية هى العدد 
الذي تقترب منه المتتابعة . فمئلًا يمكن وصف المتتابعة ... , ل , + , ل , 
صحيح موجب . وبما أن 0 - ل بيجذا, » فإن المتتابعة تقترب من الصفر. 


1 ,هب ل - (0)/ » حيث 1 عدد 


احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إن وجدت: 


1 +311 
3 - 
6 15 4 
لحساب نهاية المتتابعة» أوجد لم لحك يمن 
5 3 ل 10 مجر 
1 
3 لخت ون ا 9 
5 م 2+5 06م اق جلبحد على اعلى كوه رضي 1 
11 
1 ذل + 3 يمنا 
1 - خصائص القسمة؛ والمجموع؛ والضرب في ثابت 
< حطنا 5 + 1 حصنا 
1-565 600 
ا ضمت نهايتا الدالة الثابتة ودالة المقلوب عند المالانهاية 
2-2 ب بتة ود ب عند : 
1+0 


تحقق كرّن جدولاء واختر قيمًا متعددة ل0. 


1 20 40 60 50 520 100 1000 | 0 


0.6667| 2.44 | 2.6889| 2.7846| 2.8353 2.58526| .85667/| 61( 6 


نلاحظ أن حدود المتتابعة تقترب من العدد 3 كلما كبرت . 


2 2 
0 ا اشع لجسل بت - ,و 


الحدود الخمسة الأولى بصورة تقريبية هى 1.8 ,1.953 ,2.222 ,2.813 ,5 . والآن أوجد نهاية المتتابعة 


ا 2 2 
1 سطع انه | 5 ل 1 الله 1 | يمن م ويه 
1 2 يفل - |-- 1 | يد بالل دبع فنئيةادحد 
2ر5 + 1013 + م5 ل _ : 
كد لد لل - اضرب 


ممنز 5 + ل يمنا 10 + 5 حصنا ١‏ 00 5 
2 1-06 11106 1 اقسم كل حد على اعلى قوة» وهي 11 ». ثم استعمل 
4 وسار خصائص القسمة ؛ والمجموع؛ والضرب في ثابت 
5 - 0 -_ نهايتا الدالة الثابتة ودالة المقلوب عند المالانهاية 


أي أن نهاية المتتابعة هي 1.25 بمعنى أن حدود المتتابعة تقترب من 1.25. 


تحقّق كوّن جدول قيم, واختر قيمًا كبيرة ل11. قيم (,,8 في الجدول أدناه مقربة إلى أقرب جزء من مئة) 


جه :7 تقترب من 06 دا 
120000 0 | 1000 | 100 10 


125 105 125 128 
© ومة© 
©6008 .*. .ووه 
اح ال 2" .هه 
احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إن وجدت: وزارة الت ا 
م6 كك و وم تدم عى 1027101 + 06لا و#رنعيه يراصنالا 
0 0 2 7 ( 6 11 2021 


الفصل 4 النهايات والاشتقاق 


تدرب يحل انس 00111111111111 


استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتى: (مثال 1) 
3 د ميك دمع 1 


لال سين ادا عش 
6 زعب + 2+ غ) سنا 4) [2+(1+ »)تتم سنا 
وجىنر 4-جير 
2 3 4 
5 للحت موز 6 2 حمنا 
4 دعر/ة 12جير . 6حجتنز 


احسب كل نهاية مما يأتى باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكناء وإلا 


2 
9 : 
حك رون[ 
ال 


8 (10+ 322 - ثيري) يمنا 
وحور 


( 6 + ع9 + 3ن 000 
6 + ترك + 2ن جر 


0( د - 1/2 يمنا 

11( (35 + :10 - 322 ) يمنا 

12( ( عليه + عرق + 2ب -) لعفل 

53) فيزياء: بحسب نظرية آينشتاين النسبية» فإن كتلة جسم يتحرك 


3 تُعط بالعلاقة 0 
بسرعة © تعطى ب :0 1 


2 


0 كتلة الجسم الابتدائية أو كتلته عند السكون. 
! ذ[» ووضح العلاقة بين هذه النهاية (فكال:2 
وجد 74 هذا » ووضح لعلاقة بين هذه النهاية و7 . (مثال 2) 


حبية حيث © سرعة الضوء» 


احسب كل نهاية مما يأتى: (المثالان 3,4) 


14 15 حطنا 
( 2-1 1جم ا جتن 
2 

16 5+ جل مه من1 7 لهك بروز[ 
0 - 17 + 32 كسجعر 9 يرل - 3 0جر 

2 5 
8( 22-5 - ووز[ 19) 3--2+3 00 
2-3 8شجحيو 2-26 6جتر 


احسب كل نهاية مما يأتى: (المثالان5,6) 


2 +102 - 5و3 


0) (732 + 222 - 5) ومنل 21 
( 0 ) تار ( 202 + تييون4 مو جتن 


3 
2) 624 +014 سن 5 12 طظل_ 
26 8 - و13 + 2ر4 2-05 


12-2 
21 3ر3 ل خير5 200 


6,3--2-1 


يي 0 00 25 
برك سد 3ر17 عد تبرت موجدع ( 


26 إسفالج : تحتوي مادة هلامية على حيوان الإسفنج. وعند وضع 
المادة الهلامية في الماء» فإن حيوان الإسفنج يبدأ بامتصاص الماء 
10512 


والتضخم. ويمكن تمثيل ذلك بالدالة 7 كك 0601 
حيث / طول حيوان الإسفنج بالملمترات بعد ؛ ثانية من وضعه في 


الماء. (مثال 6) 
2 جه ٠‏ 
57 2ع 0ع 


8) ما طول حيوان الإسفنج قبل وضعه في الماء؟ 
) مانهاية الدالة عندما مه ج غ/؟ 


©) وضّح العلاقة بين نهاية الدالة 4 وطول حيوان الإسفنج. 


احسب نهاية كل متتابعة مما يأتي إذا كانت موجودة: (مثال7) 
27( 00 01 

وام 

ف 5 -- ى 

0) للك 007 

2 | + 0 + م - ان 


احسب كل نهاية مما يأتي إذا كانت موجودة مستخدمًا التعويض المباشر 
لحساب النهايتين من اليمين واليسار: 


عو ا السام بسنا 
2-2 ع 1ذدور2 لدجو 
ع 2-_- 
بج 350 2 أوز ©0606 ,ّ.ءه 
0 <# , *-5 ]2+0 عي 0 
وي #52 ]بين وزارة التعليم 
١ 2‏ 2-6 ]|م2جمع مه نالع نالع عه بمأكتاص ألا 
3 - 2021 


الدرس 4-2 حساب النهايات جبريًا ‏ 145 


احسب كل نهاية مما يأتى» إذا كانت موجودة: 


7) د تله نا 


37 8 7 وم - 25 + 2ن + 1) متنا 
0جتر 


وج) >2 طق بز مم >7 
59 بير 2-1 [1جعر 


ع )17 - 0 3 1 5 ْ كمد . 


41 22-1 - دار 2) ع«و9- 7- ار 


03 2د - دار 44) 1 - عد/ة - ودار 
45) 2د وار 6 4 + برق + 2 - ودار 


7 فيزياء: يمتلك الجسم المتحرك طاقةً تُسمى الطاقة الحركية؛ لأن 
بإمكانه بذل شغل عند تأثيره على جسم آخر. وتُعطى الطاقة الحركية 
لجسم متحرك بالعلاقة 0)8((2) ٠‏ 1417 > (8) » حيث ()0 سرعة 
الجسم عند الزمن #» و77 كتلته بالكيلوجرام. إذا كانت سرعة جسم 

- ()ن لكل 0 < غ» وكتلته 1168» فما الطاقة الحركية التي 


2 +1 
يمتلكها عندما يقترب الزمن من 10085؟ 


مسائل مهارات التغكير العليا 


8) برهان: استعمل خصائص النهايات؛ لإثبات أنه لأي كثيرة حدود 


مم ل درم ل تعروم + ... + 1 لمق _ بره عد ااعدير4 ح متام 


ولأي عدد حقيقي 6, فإن (0)م - 00م دذا 


9) برهان: استعمل الاستقراء الرياضى؛ لإثبات أنه إذا كان 
نآ - (3)/ جنا » فإنه لأي عدد صحيح 7 


17 *[(ار يهنا] - *[ جتار] ين . 


0 تحدّ: احسب النهاية الآنية إذا كانت 0 عد ,رط , 0 عد ,4 : 
© لد مره ل 2عووع ل ... ل 1 انمق _ بره عد امتررهم 


1 
و + تدر + نوع + ... + 1- لق _ ررم د امور 266 


( إرشاد: افترض كلا من الحالات 1 < 11,14 - 11,111 > 111) 


31 تبرير: إذا كانت (7)3دالة نسبية» فهل العلاقة (0) 7 - (7)8 ذإ[ 
برّر إجابتك. 


2) اكتب: استعمل جدولَا لتنظيم خصائص النهايات» وضمّنه مثالًا 
على كل خناضية, 
5 باعي خا ان اس ع هه _ 207 ير لك 
ليلى أن قيمة هذه النهاية هي 1 . وضح سبب كونها مخطئة. وما 
الخطوات الى يمك اتباعها لساب هذه النهاية: إذا كانت 


موجودة؟ 


6 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


اسه ال ثيا البياني للدالة )م أدناه لإيجاد كل مما يأتي: 
(الدرس 4-1) : 


4 مار يسنلء 2-)م 


55) 00/ يسناء (0)/ 0 


6 60)/ يصناء (3)/ 


أوجد ()(ي + م)ء 9( -م)» 68()9)» («)(ج)ء لكل زوج من 
الدوال الآتية» ثم حدّد مجال الدالة الناتجة: (مهارة سابقة ) 


7) 2 - شير - رار 58) 5 


2+1 


- جتار 


ل 2-1وت واو 


. 2 213-2+57 
همه جحي بحر 


0) ما القيمة التي تقترب منها 22ت حت (ب)ع عندما 


2+ 2) ومع 2 
تقترب :« من 0 ؟ 
1 
8 - ع 7 
8 3 00 


1) باستعمال التمثيل البيانى للدالة ث/ أدناه» ما قيمة (3)/ دوثل؟ 
1 90 +2جمر 


1 
10 


هن لعنالع عه بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


وحمل الحاسة البجاتية : دايع لدو ارقي 
*4 >4 عي 
4-5 ميل المتحنى انلكا 
نا 013 عم5[10 ع1 ثَّ 
م 


يفيه 


الهدف 
استعمال الحاسية البيانية 
ع'أم05 -1[ ؛ لتقدير ميل 


يعتبر ميل المستقيم بوصفه معدلا ثاب للتغير مفهومًا واضحًاء إلا أن الميل ليس واضحًا بالنسبة للمنحنيات بصورة 
عامة؛ إذ يتغير ميل المنحنى عند كل نقطة عليه. 


2 


تبدو خطيةٌ عند تفخّصها على فترة قصيرة جدًا. 


وبالنظر إلى القواطع المتتالية» يكون من الممكن 18 
تطبيق فكرة الميل على المنحنيات. 3 3 28 


خطوط القاطع 


قدّر ميل منحنى الدالة 1 + 2(3 - :«) ح ,1 عند النقطة (2 ,3). 


خطوة 1 أدخل 1 + 2(3 - ©) ح في 41» ثم احسب ميل القاطع المار بمنحنى:1 + 2(5 - :) ح 3 
عندما 4 ح- < , 2 ع *2. كمايلى: 


ادل بالشخط عقر 69 . نكب انا رار 8 


ل حدّد نقطتين على منحنى الدالة بالضغط على مفناح © واخبيار أخ* تلات »ثم 
|" تلات ...ب ,> قشف ققش0 .ن الضنط على المنحنى مرتين 
و ستظهر نقطتان. 


. ظلُّل إحدائيّى < لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين 4 - ,2 ح‎ ٠ 


ا[ 2 د9-> 
4 - وجرما 
21 


_ 000 على 88 واان 1 101 ,10-] برد 0.2 :501 [1,5-] 


نه 1قطلمظقظظللل . :اقلق . ن ادحط على القاطع شمر إن مبلد يموي 4. 


06 1:النقاط والمستقيمات ثم اختيار 


4 


110 رضنط على النقطتين ثم اضغط 56). 


وزارة التعليح 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


استكشاف 4-3 معمل الحاسبة البيانية: ميل المنحنىي ‏ 147 


كفا معمل الحاسية البيانيك : 


ميل المنحنى 


انا © 013 عم5!|0 ع1 


خطوة 2 احسب ميل القاطع المار بمنحنى:1 + 2(5 - :2«) ح ل 
عنذها 23.5-:55 0-229 


ظلّل إحدائيّي * لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين 
5- ,2.5 - :د فيكون ميل القاطع يساوي 3.25 


خطوة 3 احسب ميل القاطع المار بمنحنى:1 + 2(3 - 2) ح /1 
عندما 3,2 3:2 8 :دعن 


ظلّل إحدائيّي + لكلا النقطتين واستبدلهما بالإحداثيين 
8- ,2.8 - ند» فيكون ميل القاطع يساوي 3.04 


1 10 ,10-] لإا 0.2 :501 [1,5-] 


خطوة 4 أوجد ميل 3 قواطع أخرى في فترات متناقصة حول النقطة (2 ,). 


كلّما نقص طول الفترة حول النقطة (2 ,3)؛ فإن ميل القاطع يقترب أكثر من العدد 43 لذا فإن ميل منحنى 
1 + 203 - *) -ن عند النقطة (2 ,3) هو 3 تقريبًا. 


تمارين : 
1 00 3 5 6 
قدر ميل منحنى كل دالة مما يآتي عند النقطة المعطاة: 


) (4,9-)15 + م ددرن 
© (5,)2,3- 5د رن 
5 (0.5,0) كد - 4م4 د رن 


حلل النتائج 
5) حلل: صف ما يحدث لقاطع منحنى دالة عندما تقترب نقاط التقاطع من نقطة معطاة (7 ,6) على المنحنى. 
© ووهة© 
50 : . ...هوه 
6 خمّن: صف كيف يمكنك إيجاد القيمة الفعلية لميل منحنى عند نقطة معطاةٍ عليه. ددن ا ا وج 
وزارة التعليح 
دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
3 - 2021 
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درست إيجاد متوسط مُعدّل 
التغيّر باستعمال القاطع. 
(مهارة سابقة) 


وإلاانى 

أجِدُ معدل التغيّر اللحظي 
لدالة غير خطية عند 
نقطة بحساب ميل مماس 
منحنى الدالة عند تلك 
النقطة. 

أجِدٌ السرعة المتوسطة 
المتجهة والسرعة 
المتجهة اللحظية. 
اللمضردانت: 

المماس 

عم| أمععمه 

مُعدل التغيّر اللحظي 

05 ]3 كنام301]30 ]كا 
0305 

7 

أمع تأمنان ععمعمع ]ال 
السرعة المتجهة اللحظية 


/تأعواعنا دنام 05130130 


اختصارات 


يمكن اختصار ا لجملة ميل 
المماس لمنحنى الدالة بميل 
المنحنى. 


رابط الدرس الرقمي 


المماس والسرعة المتجهة 


لطأاعماعنا لمة عصنا أمععمة1 


نما © 


عندما يقفز المظلي من ارتفاع 1500016» فإن سرعته في اتجاه الأرض تزداد 
مع مرور الزمن؟ بسبب تسارع الجاذبية الأرضية» وتستمر سرعته في الازدياد 
حتى يفتح مظلته عند ارتفاع 250046 , أو عندما يصل إلى السرعة المتجهة 
الحدية» وهي السرعة المتجهة التي ينعدم عندها تسارع المظلي» ويحدث هذا 
عندما تصبح محصلة القوى عليه صفرًا. 

المماشاق» لنت سايكا ان خعل قت مس واللاق خط وير هن تل ١‏ 
إلى أخرى عليه» ويمكن حساب متوسط مُعدَّل تغيّر الدالة غير الخطية على 
فترة ة باستعمال ميل القاطع. . ففي التمثيلات البيانية أدناه للدالة 

*: > /؛ والقاطع الذي يقطعه مارًا بالنقطة (1 1)» وبنقطة أخرى مثل (9 ,2)3 
أو (4 ,2)» أو (1.21 1). تجد أن القاطع يتخذ أوضاعًا مختلفة يتغير 
خلالها ميله. 


الشكل (1) الشكل (3) 


لاحظ أنه كلما قصّر طول الفترة بين نقطتي التقاطع » زادت دِثَةُ تقريب ميل القاطع لميل المنحنى في هذه الفترة . إذا 
واصلنا تقصير الفترة ة إلى درجة تكون فيها نقطتا التقاطع متطابقتين كما في الشكل (3) أعلاه» فإننا نحصل على مماس 


الشكل (2) 


للمنحنى» وهو مستقيم يتقاطع مع المنحنىء ولكنه لا يعبره عند نقطة التماس . ويمثل ميل هذا المستقيم ميل المنحنى 
عند نقطة التماس. 
ولعريك ميل السباس ليف عبد الله ما زب ):فاله يكنا اروم إلى ريك 0 
ميل القاطع المار بالنقطتين ((20) مر,:ة) و ((:1 + :) كر,ة! + ::) كما في الشكل 
المجاور ومنه يمكن كتابة ميل القاطع بالصيغة: 0ل لاوم - و 
0 /- لطع ع _ ور - و1 + ع _ نت 

ك4 د زر 1 0 0 

وتُسَتَى هذه الصيغة 191790103291898 . , 


فكلما اقتربت النقطة ((11+:2)ث/ ,:[+) من النقطة ((2:,/)6) ؛ أي كلما اقتربت قيمة 
من الصفرء فإن القاطع يقترب من مماس المنحنى عند النقطة ((:3,/)3)؛ لذا يمكننا حساب ميل المماس 
وهو ممُعدل التغيّر اللحظي للدالة عند تلك النقطة على أنه نهاية ميل القاطع عندما 0+//. 


معدل التغيّر اللحظي 


معدل التغيّر اللحظي للدالة / ل ل ل لد 7 
00 ]2 - نم1 سد عم زر 
ويُعطى بالصيغة 77س 


ممتأمعسلط )6ه ]كاد 


. ذا ح 1 ؛ بشرط أن تكون النهاية موجودة. 


الدرس 4-3 المماس والسرعة المتجهة ‏ 149 


يمكنك استعمال صيغة معدل التغيّر اللحظي لإيجاد ميل مماس منحنى عند نقطة عليه. 


مُعَدل التغيّر اللحظي ميل المماس للمنحنى عند نقنطة عليه 
عند حساب نهاية ميل 1 
المستخيم التاطع أوجد ميل مماس منحنى الدالة 2 ح /1 الممثلة بالشكل أدناه عند النقطة(1 ,1) . 
عندما0جهب » فإن ا لحدود 
00 -50 
الباقية بعد إجراء ال لل تكن _- 111 صيغة معدل التغيّر اللحظى 
الاختصارات؛ والتي تحتوي 4 10 5 
تغير :1 ستصبح أصغارًا. - 1 +1 1 
المتغير ستصبيح اصفارا ) 1 ) مز - لخدي 
1 مجم[ 
2-27( +1 
1- 04+80 نا - 2 - كر , 02 +1 - 1 + 1)ر 0,10 
1 0جمر 32 0 
حت 2 
سيك سن - فك المقدار 1+71(2) 
للتختاوروت. ‏ يفده 
مجر[ 
(7 + 2) حصنا - اقسم على :[ 
اجحتع 
2+0-2- عوّض وبِسَط 


أي أن ميل منحنى 2< - عند النقطة (1,1) هو 2. 
تحقق: من خلال التمثيل البياني للمنحنى ومماسه عند النقطة (1 ,1) نلاحظ أن ميل المستقيم الذي يمثل المماس 
يساوي 2 . 

أْ تحقق من فهمك 

أوجد ميل مماس كل منحنى مما يأتى عند النقطة المعطاة: 

8) (3,9) ,22 نل 


8) (2,8-),4 + 22 د رن 


كما يمكنك استعمال صيغة مُعدل التغيّر اللحظي لإيجاد معادلة ميل المنحنى عند أي نقطة ((:3:,/)3) عليه . 
ميل المنحنى عند أي نقطة عليه 
أوجد معادلة ميل منحنى ل - /1 عند أي نقطة عليه. 


لللحالتةة بردو جين سس سداد 


1 10 
4 4 
ا للب ا 4 ا 
1 سنا - 7 2د وتام , سك - زو[ + عار 
47 - 
(7ع ع ال 
1 - 2111 اطرح الكسرين في البسطء ثم التبسيط 
7 جم 5 
4 


لغ وروونخ] - 1 بسّط 
(1 ل )ناد مجر ١‏ 


لل ونخ] - 17 اقسهم على :كم اضرب 
1 + 2ير جر 0-5 5 


-4 


200 
(0) + جر 0 


خداح ع ) بسّط 
أي أن ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة ((:),::) عليه هو حك - > :11 
والشكل المجاور يبين ميل المنحنى عند ثلاث نقط مختلفة. 

07 تحفو من فهماك 

أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتي عند أي نقطة عليه: 


1 2 
20) 2 + يه - 2ن - 1 28) ير 0-7 7754| صماعمعنلع عه ومتكاصتال 


2021 - 3 


0 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


السرعة المتجهة اللحظية : تعلمت سابقًا طريقة يقة حساب السرعة المتوسطة لجسم يقطع مسافة ()1 في زمن 

مقداره بين خلال لبه السافة المتظرعة علي الزمن الذي استغرفه السبني لقكع الاك الميياقة . والسرعة المتجهة 
هي سرعة لها اتجاه . ويمكنك إيجاد السرعة المتوسطة المتجهة بالطريقة يقة نفسها التي أوجدت بها السرعة المتوسطة 

مع توضيح اتجاهها باستعمال الإشارة في الناتج» فالإشارة الموجبة للناتج تعني اتجاه الأمام أو الأعلى: أما الإشارة 
السالبة فتعني اتجاه الخلف أو الأسفل. 


موقع الجسم 

موقع الجسم عادة يعطى 
بالعلاقة 100 7 لا اوذلك 
لتحديد الموقع في المستوى 
بدلالة الإحداثيين لا ,ا» 

أما إذا أعطي بوصغه دالة 


السرعة المتوسطة المتجهة 
إذا أعطي موقع جسم متحرك بوصفه دالة في الزمن ()/: فإن السرعة المتوسطة المتجهة للجسه ي,, 


في الزمن )2 فهذا يعني 
الإزاحة (محصلة المركبةلا 
والمركبة لا) لموقع الجسم 
عند اللحظة), وإذا كانت 
الحركة على خط مستقيم 
فإن دالة الموقع تكون نفسها 
دالة المسافة مع أخن الاتجاه 
بعين الا عتبار. 


في الفترة الزمنية من 4 إلى 8 تُعطى بالصيغة 
(م/ر- (6)/ر _ التغيّر في المسافة 
82-2 التغيّر ف يالزمن 


مثال 5 من واقع الحياة 


السرعة المتوسطة المتجهة 


8)/ المسافة بالأميال» والتى قطعها عداء بعد + ساعة باتجاه خط 


جري: تمثل المعادلة 124 + 1.342- - 
النهاية. ما سرعته المتوسطة المتجهة بين الساعتين الثانية والثالثة من زمن السباق؟ 
أوجد أولًا المسافة الكلية التي قطعها العدّاء عند الزمن 3 - 5 , 2 - 4 . 


+12 + 1.3+2- - 4ر2 المعادلةالأصلية 12 + 1.3:2-- قار 
(12 +1.303(2- ح (3)ر 2 2,5-3-م (12)2 + 1.3)22- ح (2)ر 
3 -(3)ر 2 بسَط 8 -2)/ 
استعمل الآن صيغة السرعة المتوسطة المتجهة. 
يد ا - (87 
© الريط مع الحياة 2 1 لمعل > ونه صيغة السرعة المتوسطة المتجهة 
أحرزالعداء السعودي محمد شاوين 8 24.3 
ذهبية سباق 150015 في دورة ألعاب 5-5 2 - ه, 3- طر,ة.18 - مار , 24.3 ع (طال 
آسيا المقامة في الصين عام 2010م,: 2-55 بسّط 
وفي المتوسط فقد قطع مسافة ااه 
او ا 00 أي أن السرعة المتوسطة المتجهة للعدّاء بين الساعتين الثانية والثالثة هي <1/خحط 5.5 إلى الأمام. 
تحقق من فهماء 


5) بالون: تمثّل 16/2 - 656 + 5 > (4):/ الارتفاع بالأقدام بعد ثانية لبالون يصعد رأسيّا ما السرعة 
المتوسطة المتجهة للبالون بين 15 دي و2غ؟ 


إذا أمعنًا النظر في إجابة المثال 3» نجد أنه تم حساب السرعة المتوسطة المتجهة من خلال 0005 ٍٍ 
الكلللكتتتتتت.. إيجاد ميل القاطع الذي يمر بالنقطتين (2,18.8). (3,24.3) كما في الشكل المجاور. يه 

5-0 والسرعة المتجهة التي تم حسابها هي السرعة المتوسطة المتجهة خلال فترة زمنية » وليست 15 
ل ال11012171لالللةالاء رالني تساوي سرعة الجسم المتدجهة عند لحظة زمنية محددة. 0 
المسافة المتجهة والزاوية 1 7 
ا د لي ١|‏ اناد سرع ادا لفحي سه لبد وت سيول نزنن فود كيال العطار 5 
في السرعة المتجهة له دلالة اللحظي لمنحنى (4)/ عند تلك اللحظة . 11255 
خاصة. 


السرعة المتجهة اللحظية 


الجسم عند الزمن 1 تعطق باتصيعة 


78 - 1 + 5 
و( 


ح ©6)ن 


بشرط أن تكون هذه النهاية موجودة. 


0021 - 3 


الدرس 4-3 المماس والسرعة المتجهة 


251 


تذكر أن توزَّع الإشارة السالبة 
إلى يسار (8)/ على كل حد فيها. 


152 


السرعة المتجهة اللحظية عند لحظة زمنية معينة 

سقطت كرة من قمة بناية ارتفاعها 4 2000 . وتمثّل الدالة 1642 - 2000 - (#)رارتفاع الكرة عن سطح الأرض 
بالأقدام بعد غ ثانية من سقوطها. أوجد السرعة المنجهة اللحظية (6)© للكرة بعد 58. 

لإيجاد السرعة المتجهة اللحظية» افترض أن 5 - +» وطبق صيغة السرعة المتجهة اللحظية. 


للا كسمن - نع)ن صيغة السرعة المتجهة اللحظية 


7 
2 2 
[16)5(2 - 2000] 0 70 +2000-16)5 نا - (ت)ت 2 :2000-16)5+1(2 - (1 + 5)ر 
70 7 - 2000 ح (5)/ 
سم نات فك المقدار 5+11(2) واضرب وبسَّط 
اع 
2-160-16 رزب 2 ستل 
(اعصيق 
(167- 0-) ستاك اقسم على 11 
لوجع 
0- - (16)0 - 160-- عوّض وبسشّط 


03 


أي أن سرعة الكرة بعد 585 هي 160146/5» أما الإشارة السالبة فتعني أن الكرة تهبط لأسفل. 
أ تحقق من ضهمك 


4) سقطت علبة مادة التنظيف من يد عامل في أثناء قيامه يتظيات نافذة يناية على ارتقاع ]14001 عن مطح 
الأرضء وتمثل الدالة 161/2 - 1400 > )11 ارتفاع العلبة بالأقدام بعد ث ثانية من سقوطها. أوجد السرعة 
المتجهة اللحظية للعلبة (5)4 بعد 75 . 


يدكن إمجاتعادلة للسرعة السعية اللحظيه عمد أ وق 
السرعة المتجهة اللحظية عند أي لحظة زمنية 


تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد غ ثانية بالدالة 1 - 345 - 18# - (5)8 . أوجد معادلة السرعة 
المنجهة اللحظية (2)4 للجسم عند أي زمن . 
طبّق صيغة السرعة المتجهة اللحظية. 


)5 - (, + )و نا - غات صيغة السرعة المتجهة اللحظية 
0جمر[ 
فقت عونت وداه - 
الس لص ١ ٠‏ تح فصل عط لط حش 500 1- 103 ج+غ)3 - (ر[ ج+ع)18 - (1 + )و 
1 0 5 
382-1-غ18 ع )و 
9112-3 - 91211 حاقل ون - فك المقدار 4+1:(3) واضرب وبسَّط 
1 مجر[ 
2_--_ 922 ل 5 
91-312 - 2018-92 نر - 3 
1 0جر 
31,2 - ,911 - 912 - 18)همذا - اقسم على 11 
ج]] 
27 - 912-910 - 18 - عوّض وبسَّط 
2- 18 - بسَط 
التي الجسم المتجهة اللحظية عند أي زمن هي 9/2 - 18 - ()5. 


5) تمثل الدالة 1642 - 90 - (5)8 ارتفاع صاروخ بعد ث ثانية من إطلاقه رأسيا من مستوى سطح 0 حيك 
الارتفاع بالأقدام. أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية (/)5 للصاروخ عند أي زمه" زارة التعليم 


دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


الفصل 4 النهايات والاشتقاق 


تدرب حل نال 000111111111111 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتى عند النقاط المعطاة: (مثال 1) 


1) (5,0) , (4- ,1) ,5 - 22 د رن 
© (12- ,6) , (2,12-) ,و3 - 6 ح نز 
6 (3,)0,3(,3,1- 


4 (2,0(,)1,9-),8 + ترد رن 


أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتى عند أى نقطة عليه: (مثال 2) 


5) 22 - 4 - رن[ 66 يه + 12 د رن 
6 82د ير 6 در 
2 
- نووت 
0 0 27 ح 1 


1) تزلج: تمثّل الدالة 51.84 + 1.08/2 - 0.06/3 - )م موقع 
متزلج على سفح جليدي بعد ثانية من انطلاقه. (مثال 2) 


58 

الل 
جم 

انفد 


[ 1 | 1 1 1 


ع امه كك كا 11 ل 


6 أوجد معادلة ميل السفح الجليدي عند أي زمن. 

0) أوجد الميل عندما 55,75 ,25 ح /. 
تمثّل ()5 في كلّ مما يأني بُعد جسم متحرك عن نقطة ثابتة بالأميال بعد 
# دقيقة. أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم بالميل لكل ساعة في 
الفترة الزمنية المعطاة. (تذكر بأن تحوّل الدقائق إلى ساعات) :(مثال 3) 
2) 3>1>5 ,قبي 0.412 - () 
5) 8 >1 >4 ,108-30 - ()د 
4 7 > ] > 4 ,0.01:2 - 0.013 - ط)د 
5) 45 > >4 ,3+ 5(2-)0.5- - ()د 


6 تمثّل المعادلة 12 +658 +1612- - (4)/ الارتفاع بالأقدام بعد 
ثانية لكرة قذفت إلى أعلىء ما السرعة المتوسطة المتجهة للكرة بين 
15,1 -2.. (مكال 3) 


تمثّل()/ في كلّ مما يأتي بُعد جسم متحرك ل ام 
ثانية. أوجد السرعة المتجهة اللحظية لهذا الجسم عند الزمن 

المُعطى: (مثال 4) 

7) 100-16-3 - هار 

8) 0.8 162,1 - غ38 - )رز 

9) 3.5 - 1700,1 + 4001 - 1612- - )ار 
0) 3.8 -غ ,162 - 1275 - )رز 

1 4.1 -غ ,162 -73 - )رز 


2) 1.8 - ,1100 + 1612- - هار 


تمثّل (5)4 في كلّ مما يأني المسافة التي يقطعها جسم متحرك. أوجد 
معادلة السرعة المتجهة اللحظية )© للجسم عند أي زمن : (مثال 5) 
535) 14-7 - ()و 24) 3:2 ع ح ()و 


5) 8+غ586 - ()د 6) +4 + 2 - 18 ح- ()و 


27) 23 - 12/2 ح- لم)ن 8) 6 + 20 - 3/3 ع )و 
29) قفز مظلي: يمكنٌ وصفٌ ارتفاع مظلي 34 3 
بالأقدام عن سطح الأرض بعد ثانية من قفزه 0_0 

بالدالة 1612 - 15000 ع )7 . 
(الأمثلة 5 ,4 ,3) ع 


8) أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للمظلى 
بين الثانيتين الثانية والخامسة من القفز. 
8) كم بلغت السرعة المتجهة اللحظية للمظّلّي عند الثانية الثانية» 
وعند الثانية الخامسة؟ 
©) أوجد معادلة سرعة المظلي المتجهة اللحظية عند أي زمن. 
0) غوص: يبيّنَ الجدول أدناه ارتفاع غواص 4 مقربًا لأقرب جزء من 
عشرة بالأمتار عن سطح الماء بعد ؛ ثانية من قفزه من مكان مرتفع 
نحو الماء. 


1 0.5 0,75 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


75 | 1.8 402.3 400.1 34 25.3 10.3 075 


3) احسب السرعة المتوسطة المتجهة للغواص فى الفترة الزمنية 
0 > + > 0.5. 1 


) إذا كانت معادلة المنحنى لنقاط العوول هي عع 
4.91/2-0.041-6- - (1)له فأو موه عد معدل ةقر عة 


الغواص المتجهة اللحظية () بعد / ثانية : ثم استعما لفاك 


لحساب سرعته بعد 385. صهةأأمعسلع 6ه ناكا جا1ايا 
3 - 2021 
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371 كرة القدم: ركل سلمان كرة بسرعة رأسية قدرها 16/5 75. 
افترض أن ارتفاع الكرة بالأقدام بعد + ثانية مُعطى بالدالة 
5 + ,75 + 1612- - ()ل. 


2 


11 


3) أوجد معادلة سرعة الكرة المتجهة اللحظية ()0 . 

9) ما سرعة الكرة المتجهة بعد 0.58 من ركلها؟ 

©) إذا علمت أن السرعة المتجهة اللحظية للكرة لحظة وصولها 
إلى أقصى ارتفاع هي صفرء فمتى تصل إلى أقصى ارتفاع؟ 

4) ما أقصى ارتفاع تصل إليه الكرة؟ 


2 فيزياء: تعطى المسافة التي يقطعها جسم يتحرك على مسار 
مستقيم بالمعادلة 4 + /8+*/3 - ()4» حيث ‏ الزمن بالثواني » 
و4 المسافة بالأمتار. 


3) أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية للجسم (/)7 عند 


م( استعمل (7)4 لحساب سرعة الجسم المتجهة عندما 
25,458 - ]1 


3) اكتشف الخطأ: سُئل على وجميل 1 
أن يصفا معادلة ميل مماس منحنى 
الدالة المممّلة بيانيا في الشكل المجاور ها > 10 
عند أي نقطة على منحناها. فقال علي: 
ا دا الآن 


جميل: إن مسادلة العيل لل تون 
4) تحدّ: أوجد معادلة ميل مماس منحنى 2 - 63ر3 + 2:4 ح (نتار 


5) تبرير: عل الغياره ١]‏ ااصينياة ارخاوية "بلطم العماسن 
منحنى الدالة عند نقطة التماس فقط"؟ برّر إجابتك. 

6 تبرير: صح أم خطأ: إذا أعطيت المسافة التي يقطعها جسم بعد؛ 
ثانية ب 8 + 44 - )25 فإن السرعة المتجهة اللحظية للجسم 
تساوي 6دائمًا. برّر إجابتك. 


7 اكتب بين لماذا تكون السرعة المتجهة اللحظية لجسم متحرك صفرًا 
عند نقطة القيمة العظمى والصغرى لدالة المسافة. 


2 


54> الفصل4 النهايات والاشتقاق 


احسب كل نهاية مما يأتي (إن وجدت) :(الدرس 4-2) 


8) (2 -22 + 2ح) سنا 
4جير 
9) (1 +22 5+ *ت-) حصنا 
بجع 
0) (2 حتزة + 2) حصنا 
0جتن 


احسب كل نهاية مما يأتي (إن وجدت): (الدرس 4-2) 


05 3 
2ك وك ير و 
3+ تر ل كبر ممجد 


3) ما معادلة ميل منحنى 222 ح 17 عند أي نقطة عليه؟ 
ه ع4 - ىر ) دح نر 


8 22 ع نر 0 ع4 - حر 


04 سقطت كرة بشكل رأسيء فكانت المسافة التي تقطعها بالأقدا 

بعد غ ثانية تعطى بالدالة 16/2 > ()4. إذا كانت اقلا قار يصن 
تمثل السرعة المتجهة للكرة بعد 28 » فكم تساوي هذه السرعة ؟ 
1/5 46 ) 1/5 64 


8 1/5 58 0 721/5 
5) ماميل مماس منحنى 7 + 15 ح 1 عند النقطة (3,34)؟ 
8 5د © 27 
98 « 34 


© ووهة© 
© 6ى*. .*ثىووهة 
©ه.. ٠ ٠‏ .هه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع ع0 بمأكاصاالطا 
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لقصل ٠ ١‏ هه ار و هه 3 01 ١‏ 


4 الدروس من 4-1 إلى 4-3 


قدّر كل نهاية مما يأتي: (الدرس 4-2) 


تخضلك ورزر م كل جنا 
32 +0جير فب +0جين 
3 22-8 1 4) 2-1وم»ه 1 
2-3 -3جر 1 07جتر 
6 تك وريز 66 3 + تبر/ة حصنا 
1 24ج جر 1 
/يد 4 
7 لأس طش 1 حصنا [) كنا حصنا 
13 4جير 313 وجير 


9 تزداد قيمة تحفة فنية فريدة سنويًا بحيث تُعطى قيمتها بآلاف الريالات 


.. 2 +4004 
بعد 1 سنة بالعلاقة 15 + +9 ح ©6)ت . (الدرس 4-1) 


8) مثّل الدالة )2 بيانيًا فى الفترة 10 > + > 0. 

©) استعمل التمثيل البيانى؛ لتقدير قيمة التحفة الفنية عندما 
2,50 دع 

( استعمل التمثيل البياني لتقدير ()5 صنل . 

0( وضح العلاقة بين النهاية وسعر التحفة الفنية. 


احسب كل نهاية مما يأتى بالتعويض المباشرء إذا كان ممكنّاء وإلا فاذكر 
السبب. (الدرس 4-2) 


41 حطنا 


00 1-3/ة وجير 


1) (8 - 2ير+ 23) جصنا 
حير 


2) حياة بريّة ٠‏ يمكن تقدير عدد الغزلان بالمئات فى محمية بالعلاقة 


وعد ؤمة- 108 ء 
لم هاا 
2 + +14 + 213 


عدد للغزلان يمكن أن يوجد فى هذه المحمية؟ (الدرس 4-2) 


ح قاط وذلك بعد # سئة » حيث 3 < 1. 


احسب كل نهاية مما يأتى إذا كانت موجودة: (الدرس 4-2) 


5) (ق + 2 - 15) ووثل ون تخدحد ون 


2و5 ل تبر4 ممجدر 


4 
0 سنا 06) (تبرج - تير جه - 107 يفل 


2 + 142 - 24 مه 
5 2 
17) اختيار من متعدد : قدر سقدك يمن 
(الدرس 4-1) > (2.7)-.10 
8 غير موجودة 8 2+ 
)© مه 0 مه - 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عند النقاط المعطاة: 
(الدرس 4-3) 


8 (1,4-) , (2- ,2) ,3 - 22 د رن 
9 (13-,6) , (2,12-) ,5 - 2 د دن 
0) (9- ,3) , (3- ,1) , شميه - تير د رن 
21) ألعاب نارية: انطلقت قذيفة ألعاب نارية رأسيًا إلى أعلى بسرعة 


9, وتمثّل الدالة 3.2 + 908 + 1642- - ():/ الارتفاع 
الذي تبلغه القذيفة بعد ثانية من إطلاقها. (الدرس 4-3) 


أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية (0)8 للقذيفة. 
©) ما السرعة المتجهة للقذيفة بعد 0.55 من الإطلاق؟ 
©) ما أقصى ارتفاع تبلغه القذيفة؟ 


2) اختيار من متعدد: أي مما يأنى يمثّل معادلة ميل منحنى 
72-2 ح رن عند أي نقطة عليه؟ (الدرس 4-5) 


8 ع - ار 2 -2/ - نر 
8 142 ع ىر 0 14-2 ع نر 


تُعطى المسافة التي يقطعها جسم متحرك بالأميال بعد + د دقيقة بالدالة (5)8. 


أوجد السرعة المتوسطة المتجهة للجسم في كل مما يأتي بالميل 
لكل ساعة على الفترة الزمنية المعطاة. تذكّر أن تحول الدقائق إلى 
ساعات. (الدرس 4-53) 


535) 5 > > 2 ,0.72 + 12ح ث)د 
4) 7 > > 11,1 -2.05 - ()و 
5) 6 > > 25,3 - 0.9 - 0)و 
6) 8 >+ >4 ,4 - 0.5/6 - ماد 


أوجد معادلة السرعة المتجهة اللحظية (0)8 لجسم يُعطى موقعه عند أي 


زمن بالعلاقة (1)8 في كل مما يأتي: (الدرس 4-3) 

7) +9- 42 ح زمار 

8) 13:2 -غ2 ح )زر 

29) 5:2 ع2 ح- زمار 

0 13 - 2م - مر لفن العف 


وزارة التعليح 
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درست حسات ميل المماسات 
لإيجاد مُعدَّل التغيّر 
اللحظي. (الدرس 4-3) 


وإلاان 

* جد مبل متحتى داكة 
غير خطية باستعمال 
المشتقات. 

* أستعملٌ قواعد الاشتقاق 
لإيجاد ا لمشتقات. 


١‏ المغوردات 
المشتقة 

ع0 

الاشتقاق 

نأ تامع مع ]1ل 
المعادلة التفاضلية 
00 نالء ادتامعمع ]ال 
المؤثر التفاضلي 
ممعم أوتامعرع ]1ل 


المشتقات 


يقرأ الرمز 00'] مشتقة / 


عد أو عد 01 عتسقام /. 


69 تاريخ الرياضيات 


شرف الدين الطوسي 


رابط الدرس الرقمي 


01/5 


كنماذ) © 

ركل أحمد كرةً رأسيًا إلى أعلى من ارتفاع 0316 فانطلقت بسرعة 6516/5 . 
يمكنك استعمال معادلات الحركة بتسارع ثابت» التى درستها فى الفيزياء لكتابة 
دالة تصف ارتفاع الكرة بعد غ ثانية» ومن ثم تحديد ما إذا كانت الكرة ستبلغ ارتفاع 
66 أم لا. 


تقطة عليه » وتُسمى هذه النهاية 119999388 برمز لها بالرعر 80 3 العو د 


1ك 7 ف لح ا ار مسلا ح 0 


بشرط وجود هذه النهاية» وتُسمَّى عملية إيجاد المشتقة الاشتقاق. وتُسمَّى النتيجة معادلة تفاضلية. 


مشتقة دالة عند أي نقطة 


أوجد مشتقة 8 + بد - 2:د4 ح (2)/ باستعمال النهايات» ثم احسب قيمة المشتقة عندما 5 ,1 ح ند . 


1-70 + يروز 


7 ح () 6ر١‏ صيغةالمشتقة 
ا 000 1 ,8 + 10+ )5 - 102 + :)4 - (1 + عو 
<272 ا 1111 2 
1 10 8 جدعة - ييه - )م 
|2 
5 - لك لق نز - 7 
/ 0ج[ 
(5 - وله + عرق)ر] 527 5 
/ 00 0 
(5 - 4/1 + :8) يمنا - اقسم على 1[ 
5 -2*ة - إ5 - (4)0 + 8«2] ح- عوّض 


7 ن مشتقة (3)/ هي 5 - ند8 > (0)'/ . احسب (3)'/ عندما 5, 30-1 . 


العالم المسلم شرف الدين الطوسي - 2ق ح (3) كر المعادلةالأصلية - 82 ح د ري 
(المتوفى عام 610ه) من خلال 5 _- 50000 _- - 
ا ا (8)5 ح (5) /ر كور اديز )8 - (1)/ 
استعمل في حل هذه المعادلات: ح (5) /ر بسّط 11-3 
القيمة العظمى للعبارات الجبرية, 

وأخن" المشتق الأول "لهذه العبارات تحقق من فهمك 


من دون أن يستعمل اسمه (المشتق 
الأول)؛ وبرهن على أن جدر المعادلة 
التي يحصل عليها إذا ما عُوَض به 
في العبارة الجبرية؛ أعطى القيمة 


أوجد مشتقة (30)/ باستعمال النهايات» ثم احسب قيمة المشتقة عند قيم :3 المعطاة: 
8) 1,4 دعم ل 


8) 2,5 -م7,2 + 622 - ار 


ا لعظمى للعيارة. 
و عيقة 25 3 4 011 / . .- * 02 4 | لتصليم 
يرمز لمشتقة ()/ ح 04 أيضا بالرموز 0 : 017 3 / ١‏ وإذا 9 الدالة لكاي 011 00 ذلك لعل | 06 بماك اص الا 
مشتقة الدالة. 3 - 2021 


6 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


مشتقات القوى السالبة 
مشتقة 2-4 > (8)/ ليست 
3- «4 - ح (:)'/. تذكر 


بأننا يجب أن نطرح واحدًا من 
الأس ؛ لنحصل على: 


5--(1-) +4- - 1 -4 ب 


ذا فإن 4-5 - ع 20" . 


حو اذه اللضظة ابلك النياية الأبساد كل مو المككقة ويل السماس والسرغة السجية اللحظية لود قافن: 
مشتقة القوة من أكثر القواعد فعالية لإيجاد المشتقات من دون اللجوء إلى استعمال النهايات» مما يجعل عملية إيجاد 
المشتقات أكثر سهولةً ودقة. 


قاعدة مشتقة القوة 


التعبير اللفظي: قوة< في المشتقة أقل بواحد من قوة :1 في الدالة الأصلية؛ ومعامل « في المشتقة 
يساوي قوة :1 في الدالة الأصلية. 


الرموز: إذا كان 67 - (30)/ » حيث 11 عدد حقيقي؛ فإن: 1- 3:7 - (د)'/ . 


قاعدة مشتقة القوة 


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتى: 
6 ”دح وار ْ 
قد - ودار الدالة المعطاة 
1- 9,9 - (#)' مر قاعدة مشتقةالقوة 
8و - بسشط 
علا - هماع 
068 ح )ع الدالة المعطاة 


7 
5 > (28)2- أعد كتابة الدالة كقؤة نسبية 
72-1 
5 - () 8 قاعدة مشتقة القوة 
2 7 2 7 
طاح 5 لاح 7 
و5 5 و5 5 بسط 
) ل - دارا 
2 
5 - 110 الدالة المعطاة 
5 
كك 009 أعد كتابة الدالة كقوة سالبة 
8-1- جرع - (17)2 قاعدة مشتقةالقوة 
0 972 82د بسشط 
2 
تحقق من فههاء 
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتى: 
ه2) “د - وز 38 تر/ة ع وام 26) لل - رمم 
2 


قواعد أخرى للاشتفاق 


0003000 


مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفرًا؛ أي أنه إذا كانت © - (5)/؛ حيث © عدد ثابت » 


فين 0 - 0©)'/. ا 


مشتقة مضاعفات القوة: إذا كانت "بده ح (2)/ » حيث © ثابت» و 11 عدد حقيقي» فإن:آ - اأيوووع ع وج ل . 


زارة ا 


مشتقة المجموع أوالفرق: 
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قواعد الاشتقاق 
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: 
4+ تيه - نار 


لفق 4 + تير5 ع (6)/ر الدالةالمعطاة 


إذا كانت < - (3)/: فإن 
1 ع 2تاثثر» وإذا كانت 3 / 
به حء فإن » - (د)'[. 


33-140 - ()0/ قواعد مشتقاتالثابت» ومضاعفات القوى؛ والمجموع 


57 - 2 


)١‏ 4 + 3ج2)ةير - رباع 
(4 + )5ن ح- ()© الدالة المعطاة 
تيرك + 22:8 - (2)م خاصية التوزيع 
1- 5يرق . 4 + 1- 58برق . 2 - (2)/ع قاعدتا مشتقتّي مضاعفات القوى؛ والمجموع 
204 + 1627 - بف 


3 ح 110 
تر/ا6 + +12 - تية _ 
2 00 


1 لا ,ر 12 _ تيرد - 


0 0 (71)3 اقسم كل حدّ في البسط على :د 


61/5 + :ج12 - ذير 
7 2-225 


()2/ الدالةالمعطاة 


3 
62 +522-124 - 269 اوت ادو د 


3 
7 تدك 222-1-04+6 - (7102/ قواعد مشتقاتالثابت» ومضاعفات القوى؛ والمجموع والفرق 
1 

9# + 102 - 922 + 102 ح- 57 
توفع بن يياة 
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: 

4 2 

112 - تر - 25 - زر 38) (2 + م)ثية - واو عي 3 قله ب وير 


الآنء وبعد أن درست القواعد الأساسية للاشتقاق» يمكنك حل المسائل التى تتطلب حساب ميل مماس المنحنى» أو 
للتسهيل يمكنك إيجاد كن من 201 إيجاد السرعة المتجهة اللحظية بخطوات أقلء ففي مثال 5 من الدرس 4-3», أوجدنا معادلة السرعة المتجهة اللحظية 
ميل المماس لمنحنى الدالة: لجسم متحركُء وستلاحظ الآن سهولة حل المسألة نفسها بتطبيق قواعد الاشتقاق. 

والسرعة المتجهة اللحظية: 3 


ومشتقة الدالة» باستخدام 
القواعد ما لم يُطلب منك 
استخدام النهايات لإيجاد أيٌٍّ 
منها. 


السرعة المتجهة اللحظية 

تُعطى المسافة التي يقطعها جسم بالسنتمترات بعد ث ثانية بالدالة: 1 - 363 - 186 > ()5, أوجد معادلة السرعة 
المتجهة اللحظية (4)© للجسم. 

السرعة المتجهة اللحظية للجسم هي (5))4 . 


33-1 -غ]18 - (5)2 الدالةالمعطاة 


6--3.363-1--1-1غ14. 18 - (56)48 قواعد مشتقاتالثابت» ومضاعفات القوى؛ والفرق 


18-2 - 357 
أي أن سرعة الجسم المتجهة اللحظية هي: 9/2 - 18 - )7 » لاحظ أن هذه الإجابة مكافئة لتلك التي حصلت 
١ 7‏ 1 1 2 © ...9*6 
تحقق من فهمك 200 
لدالة: 1642 - +55 ح (8):/ تمك الارتفاء بالأة ب مقرو م ع عر م ولارة التعليم 
4 الدالة: 164 -/ - 0 تمكل الاي 0 قدام بعد / نية لكرة قذفت رأ يا إلى أعلى . أ وجا معبا دل ,هن .همانم 
السرعة المتجهة اللحظية للكرة عند أي زمن . 3 - 2021 


58> الفصل4 النهايات والاشتقاق 


التقطة التي تكون عندها مشتقة الدالة صفرًا أو غير موجودة تُسمّى نقطةً حرجةً للدالة» والنقطة الحرجة قد تشير إلى 
وجود نقطة قيمة عظمى أو صغرى للدالة » وتحدتٌ عندما يكون ميل مماس منحنى الدالة صفرًا أو غير موجود. 


نظرية القيمة القصوى 
إذا كانت (3)/ متصلة على الفترة المغلقة [8 ,4] » 
فإن لها قيمة عظمى وصغرى على الفترة [ط ,14 » 


وذلك إما عند أحد طرفي الفترة أو عند إحدّى 
النقاط الحرجة. 


2 م غير موجودة 
جه 


لتعيين نقاط القيم العظمى والصغرى للدالة على فترة مغلقة» لا بد من حساب قيم الدالة عند أطراف الفترة» وعند 
النقاط الحرجة فى تلك الفترة. 


مثال 5 من وافع الحياة ١‏ القيمتان العظمى والصغرى لدالة 


أفعوانية ؛ الدالة: لَك + 2غ4 + 5ع - - () بز تمثّل ارتفاع إبراهيم بالأقدام في أثناء ركوبه أفعوانية» حيث # 
الزمن بالثواني في الفترة الزمنية [12 ,1] » أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه إبراهيم. 
أوجد مشتقة (11)6. 


+42 + 1 - (1)8/ الدالةالمعطاة 


ِِ 5 : / 
ازدادت سرعة الأفعوانيات حديثًا 00 +3/5-1+4.2/2-1 6 - ح (1104 قواعد اشتقاق الثابت» ومضاعفات القوى؛ والمجموع؛ والفرق 


لتصل إلى 1201721/11 ؛ وكذلك )8 + 5 


بسشسط 
ازدادت ارتفاعاتها لتبلغ 16 450. 1 
أوجد النقاط الحرجة بحل المعادلة 0 ح (1)8/ . 
0 ع نر اكتب المعادلة 
5-5 2_ عن 
دالة كثيرة الحدود 0 -غع8 +ع غ8 + 12 ع )از 
مجال تعريف دالة كثيرة 0 - (8 - 16- حدّل 
الحدود هو مجموعة الأعداد 
الحقيقية لذلك إذا كانت إذن: 8 -+ أو 0-غ. وحيث إن0 -غ لا: تقع في الفترة [1,12]» فإن للدالة نقطة حرجة واحدة عند 8 -غ ؛ لذا 
المشتقة دالة كثيرة حدود, نحسب قيم ()«1غندها 12 ,8 ,1ح غ. 
فإن النقاط الحرجة توجد ١‏ 
فقط عندما تكون المشتقة 3 بد لط + 4)1(2 + 13 - - (1)را 
صفرًا. 3 5 
ولذلك عند إيجاد القيم وو - لك + 48(2 + 1)8(3 - ح (7)8 2 قيمة عض 
العظمى والصغرى لدالة 3 3 
كثيرة حدود (10/ على فترة 7 يه لَك + 4)12(2 + 1)12(3 - > (1)12 قيمة صفرى 


501 ,هل نجد قيم الدالة عند 
طرفي الفترة وعند أي قيمة 


”7 أي أن أقصى ارتفاع يبلغه إبراهيم هو 89156 وذلك بعد 85 في حين أن أدنى ارتفاع هو غ5 3.67 تقريبًا بعد 128. 


500 2 5 11 1 
التحقق من الحل التمثيل البياني للدالة: 41ج - 10 المجاور على 
الفترة [12 ,1] باستعمال الآلة البيانية يعرّز هذه النتيجة » حيث يبيّن 

التمثيل البياني أن أعلى ارتفاع يساوي 8956 » ويكون عندما 88 ح /. 
وأدنى ارتفاع يساوي 23.67 ويكون عندما 5 1-12 ن 


قم تحقق من فهمك ذططآ1ذ21 


5) رياضة القفز: الدالة: 330 + 2012-1601 - - ()« تمثّل ارتفاع سعد بالأقدام في أثناء مشا مشا ركته ف قفزة 
البنجي (القفز من أماكن م رتفعة» بحيث تكون القدمان موثقتين بحبل مطاطي)» حيث 1 ال اي ا 


الفترة [6 ,0] . أوجد أقصى وأدنى ارتفاع يبلغه سعد في هذه الفترة الّزمنية. 3 - 2021 
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قاعدة مشتقة الضرب 
يُنتج عن قاعدة مشتقة 


الضرب مقدار يمكن تبسيطه. 


ويمكنك أيضًا تركه على حاله 
من دون تبسيطء؛ ما لم تكن 
في حاجة إلى تبسيطه. 


قاعدتا د الضرب والقسمةة: تعلّه ت في هذا الدرس أن مشتقة مجموع دالِّين تساوي مجموع مشتقَنّي 
لدأتين. فهل تكونه شتقة ناتج ضرب دالتين مساوية لناتج ضرب مشتقتي الدالتين؟ افترض أن: 


- قمع ,د - تا ل. 
سو ضرب المشتقات 
3 4 4 _- 1 1 
330 ل [800 ١‏ ودار ] د 39 سد ء وم سد ح (نت)و د ١‏ 1 
5 2 - 1.92 - 


يتضح من هذا المثال أن مشتقة ناتج ضرب دالَّتِين لا تساوي بالضرورة ناتج ضرب مشتقبّي الدالتين» ويمكننا استعمال 
القاعدة الآتية لإيجاد مشتقة ناتج ضرب دالتين. 


فقاعدة مشتقة الضرب 


إذا كانت مشتقة كل من الدالتين .| وَع موجودة عند ند : فإن: 70 (02)/ + 60)ع 060// > [60)ع (دا/] ف . 
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قاعدة مشتقة الضرب 
أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتى: 
8 (5 -7)322 +214 - 3 ح م1 
افترض أن: 5 - 3:2 - )ع ,7 + :2 - 3ين - تار أي أن: (د) ع مار - )1 . 
2+7 - 5ب ع (2)/ر منالفرض 
2-2 3 - (2) 6ر2 قواعد مشتقاتالقوة, ومضاعفات القوىء والثابت, والمجموع والفرق 
22-5 3 - (8)2 2 منالفرض 
- (28603 قواعد مشتقات مضاعفات القوىء والثابت؛ والفرق 
استعمل (:8/)0 ,(:8)3 ,(30)' / ,(0)] لإيجاد مشتقة (11)0 . 
(8')3 (:)/ + (30)ج (30)' رح (:1'3 قاعدة مشتقة الضرب 


(7()6 + 2 - 3م) + (5 - 2()322 - 3122) - مون 
:42 + 12:2 - يرم + 10 + 2,وم - 1522 - 4ر9 - خاصةة القوزت 
0 + :42 + 33:2 - 1524 - قط 


)١‏ (2 عر - 2ين6) 64 س برق4 + 42 - 35 ع )رز 
افترض أن: 2- من - 622 ع (مر)ع , 64 - يبرهك + بيه - ذير د (ج)ل. 
4 - بر48 + 2ر4 - 3ح ()/ر منالفرض 
18ر8 - 3:2 -. (3) كر قواهد مستعاتالقوة ومضاغفاتالقوى».والعانت. والمجموع والفرق 
2-2 - 622 > (2)م منالفرض 
1 +12 - (8003 قواعد مشتقات ومضاعفات القوىء والقوة؛ والثابت؛ والفرق 
استعمل (:8')3 ,(8)030 ,(00(,/')0)] لإيجاد مشتقة )11 . 
(:8')3 (30)/ + (:3)ع (00)'/ ح- (103/ قاعدة مشتقة الضرب 


(1-:64()12 س عر48 + 2ر4 - 3) + (2 - عر - 2ير48()6 + برق - 2ر3) - 5-5 
تحقق من فهمك اد 
٠.0089‏ *.*. ".٠ه‏ 
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتى: 
ركسا واس وزارة التعليم 
28 (18 + ثير5 - 3ر13:22()7 + 5) ع دارا 8) (3 + 2ر8( + شمر ب شير) ع (م)رلدهامعنمع أه وماكاط اتلد 
3 - 2021 


0 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


بطريقة التبرير نفسها في مشتقة الضرب» يمكنك ملاحظة أن مشتقة ناتج قسمة دالتين لا تساوي ناتج قسمة مشتقةً 
الدالتين» ويمكن استعمال القاعدة الآتية لحساب مشتقة قسمة دالتين. 


قاعدة مشتقة القسمة 


إذا كانت مشتقة كل من الدالتين > ,/ موجودة عند “؛ وكان 0 6 (2)ي ؛ فإن: 


دااع 0 ر ماع 0 1 - جم ع همال | 42 


01 0 0 12 
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قاعدة مشتقة القسمة 
أوجد مشتقة كل دالةٍ مما يأتي: 


11 -_ -3 3 
8 22-6 ( 


0 ©)ع,3 -522 - ار ؛ أي أن: 1ك )1 . 


-52 - )2 منالفرض 
10 - (3) كر قواعد مشتقات مضاعفات القوى ؛ والثابت؛ والفرق 
22-6 - )م منالفرض 
- (2289003 قواعد مشتقات القوة؛ والثابت؛ والفرق 
استعمل (:3)' 8 ,(8)30 ,(00) / ,60 لإيجاد مشتقة (11)20 . 


> هد “11 قاهدة مشتقة القسمة 


1 

(3()2 - 2مة) - (6 - 10202 _ 0 

62 9 الت 27 بوسر عوض 
:6 + 103 - :60 - 1013 _ 550 
2 - تم كات 
54 - 
- يشط 
62 2م 1 


22-8 
6 كنج - وار 


افترض أن: 2 - 3ير ع (مم)ع , 8 + 22 - ©2)ر . 


فاعدة مشتقة القسمة 
القسمة مهما في كثير من 


8 + 2ح ()/ منالفرض 
- (0)3/ر قواعد مشتقات القوة» والثابت: والمجموع 
2 - 5ح ()م منالفرض 
3 - (3) م قواعد مشتقات القوة؛ والثابت, والفرق 
استحمل 8030 ,(:ة)2 ,(20)"/,(ة)/ر لإيجاد مشتقة (©1)7. 
قاو ضهان ها _ 


التمارين» إلا أنه ليس من 

الضروري فك أقواس المقام؛ 
ما لم ينتج عن ذلك تبسيط 
أكثر. 


1830 قاهدة مشتقة القسمة 


00012)و] 
2م83 + 22 - (2 - مم2 _ 0 
0 د 
عه - 2412 - 4ع _- : 
- اا و 
2 - تمنر) قم © 00-0 
©©."* .ووه 
5 قق من ذ ]> ل نا 
0 لي ١‏ وزارة التعليم 
78 13 ا 78 20 تت 08 دهن معنالع ع0 بمأكاصأالطة 
ا - از هد 3 - 2021 
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تسرب نحن نان 000000011118 


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي باستعمال النهايات» ثم احسب قيمة المشتقة 
عند النقاط المعطاة: (مثال1) 

1) 1-,2 ع ,3 - ممه - وال 

62 5,3 -غ,11+غ2 + ف - واو 

5 4- , 7- -ح ز,13 - [14 ح (ز)11 

4 7,2 - 17,1 - 2ر9 + 5,12 ح (0)11 

5) 3-,4- -ح 105,5 - 263 ح ()1 


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتى : (المثالان 2,3 ) 


6 117- ح زمر )”1 67 70 + 22 - (0)ج 
1 


3 1 1 3 2 
8 212 - 613 - 212 - (01)عى 0 212 - 3113 ع )0 


1 3 1 
10( 4+ 2 2 كد )م 01 2 22+ 2عر - 322 - )زر 
12) ع2-3ع5+5ع0-7-36)و 13) 32 + 45م8 - 52 - (])رر 
4) درجات حرارة: تُعطى درجة حرارة إحدى المدن بالفهرنهايت فى 
أحد الأيام بالدالة : 
2 - :[2.04 + 0.0112 - 0.00361:3- - ()رء 
3) أوجد معادلة تمثل مُعدّل التغيّر اللحظى لدرجة الحرارة. 
) أوجد مُعدَّل التغيّر اللحظى لدرجة الحرارة عندما: 
2,140 - 11. 
( أوجد درجة الحرارة العظمى ذ 
استعمل الاشتقاق لإيجاد النقاط الحرجة. ثم أوجد نقاط القيم العظمى 
والصغرى لكل دالة مما يأتي على الفترة المعطاة. ر(مثال 5 ) 
5) [5,0-] ,8 + 222 ح ( 68 


في الفترة: 24 > :[ > 0 


6) [2-2,]1,4ئم + 4ن - )مر 
7) [3- ,6-] ,115 + رر5ك7 + 15,2 + 3ن - (ن)] 
8) [8-,11-] ,د90 - شرك - زمار 


9) [0,3] 31 + 362 - 3 - 0)ج 


0) [قرق-] رق + رن - قرط + قر - زد 


21) رياضة: عد إلى فقرة ”لماذا؟“ فى بداية الدرس. الدالة: 
3 + 1612 - 654 ح (11)1 تمثل ارتفاع الكرة 11 بالأقدام بعد ثانية» 
عندما 4 > 1 >> 0. (مثال 5) 


أوجد (7/)4. 
م( أوجد نقاط القيم العظمى والصغرى للدالة (11)4في الفترة [0,4]. 
0 هل يمكن لأحمد ركل الكرة لتصل إلى ارتفاع 6816 ؟ 
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أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: (مثال 6) 
2) (9+ 32022 + عم4) - وار 

535) (دة - 2)5 + ثدة) - داو 
-2()311 + كلم - صق)د 
5) 3- 000 + يي - )ع 
4ج ب 6ع) 7 
27 /:13 0 0 + 5 - )0 

8) (تمر0.8 - 2.7()7.3:7 + تيه 1) - ودار 


4 )4 


26) 222 - +-ع + 3)) - زا 


استعمل قاعدة مشتقة القسمة لإيجاد مشتقة كل دالةٍ مما يأني: (مثال 7) 
وم لتقّحة - مر مم جنك - وار 

ىم تخلتلة دوم ين تبك مار 

55) ا -مم ‏ هى “تن رمم 


ا ار عر د 
القطع المبيعة يوميّا يساوي 24 - 80 . 
أوجد ل ل ة 
0 ا 
©) أوجد السعر 4 الذي تكون عنده قيمة المبيعات اليومية أكبر 
ما يمكن. 
أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي ثم مَل الدالة والمشتقة بياني على المستوى 
الإحداثى نفسه. 
(إرشاد: يمكنك استعمال الحاسبة البيانية فى التمثيل البيانى) 
6 22-7 + 2و3 - دار 
7 4 + عد - داع 
8 102-11 + ثبر6 - تيه د ودار 
59) ل - ومع 


0) المشتقات العليا: لتكن ()' رمشتقة ()/» إذا كانت مشتقة ()" [ 
موجودة» ا 0 ويُرمز لها بالرمز 
700 3 أو الرمز 2 3 وكذلك إذا كانت مستقة ()" [موجودة» 
فإنها ا 0 للدالة كر ويرمز لها بالرمز  ")20(‏ 
أو ()/0ثرء وتسمى المشتقات على هذا النحو المشتقات العليا 
للدالة/. أوجد كلا مما يأتي: 
) المشتقة الثانية للدالة: 6 + 23 - 55)؟ ك 1 6 
) المشتقة الثالثة للدالة:10 + 3ر7 ري + 7رهنارة المحصليص 


ها معنالع عه بمأكاصذالطا 


©) المشتقة الرابعة للدالة: 2بي4 + 2-2 + 36-3 ع (2ن)2/ا؛ | - 2021 


مكل مس دالة لها الخضائص المغطاة فى كل همايا : 

1) المشتقة تساوي 0, عندما 1,1- ح 2 . 

2) المشتقة غير معرّفة» عندما 4 - 2 . 

3) المشتقة تساوي 2-» عندما 2 ,0 ,1- ح 2 . 

4) المشتقة تساوي 0» عندما 4 ,2 ,1- ح 2 . 

5) أي تمثيلات متعددة: في هذا التمرين ستستكشف علاقة 
المشتقات ببعض الخصائص الهندسية للدوال. 
) تحليليًا أوجد مشتقة صيغة مساحة الدائرة بالنسبة لنصف 

القطر 7. 

) نفظيًاه وضّح العلاقةً بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع 3. 


- 


©) بياتيًاه ارسم مربعًا طول ضلعه 24» ومكعبًا طول ضلعه 24 . 


4) تحليليًاه اكتب صيغةً تمثّل مساحة المربع» وأخرى تمثّل حجم 
المكعب بدلالة 24 ثم أوجد مشتقتّي الصيغتين. 


©) لفظيّاه وَضّح العلاقة بين المعادلة الأصلية ومشتقتها في الفرع 4. 


مسائل مهارات التغكير العليا 


6 اكتشف الخطأ قام كلّ من أحمد وعبدالله بإيجاد 2[()'/] للدالة 
4 + 6:22 ح (2)/ » حيث كانت إجابة عبد الله: 
6 + :96 + 144:2 . فى حين كانت إجابة أحمد: 
2 + 144:2 + 144:3 » فأيهما كانت إجابته صحيحة؟ برّر 
إجابتك. 


7 تحدًّء أوجد (1)/ /علمًا بأن: 
#ترة1 - تبرق + ترود6 - لجرك + 102273 - )زر 


8) برهان: برهن صحة قاعدة مشتقة الضربء بإثبات أن: 


)و - 10 ٍ + 6 سنا - (تو(ت)ز + تو( 1[ 


(إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن» وأضف (/ + )2)3(9/ إلى البسط 


9) تبرير: بيّن ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة أو خاطتئة» وبرّر 
إجابتك. 
"إذا كانت: 73 "قير ح (م)ثر , فإن 2 + "قير (3 + 511) ع ()'/" 


0) يرهان: برهن صحة قاعدة مشتقة القسمة» وذلك بإثبات أن: 


7 مجم[ 7[)؟ ] 
(إرشاد: ابدأ بالطرف الأيمن» ووحٌّد المقامات في البسط» ثم أضف 
(:8)5 (03)/ إلى البسط واطرحه منه). 


51) اكتب: هل من الممكن أن يكون لدالتين مختلفتين المشتقة نفسها؟ 
عزّز إجابتك بأمثلة. 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالةٍ ممايأتي عند النقاط المعطاة: (الدرس 4-3) 
2) (3,0) , (0 ,0) ,دة - 2ج - رن 
3 (8- ,6) , (2,8-) ,22 - 4 ح رز[ 


4 (45 ,6) , (3,18) ,9 + 22 < رن 


احسب كل نهايةٍ مما يأتى: (الدرس 4-2 ) 


524+6 +224 .. 
59 2-ع + شع 0-0 
جو - لختقبيمووينز 


4 - برق ب قير وير 


قدّر كل نهايةٍ مما يأتي: (الدرس 4-1) 


2 
8) 12 جع سكين 


حطنا 
2-4 ل 


+4جير 


9) (3 + 212 ل يولم حصن 
اوحعر 


0) ما مشتقة: (-2) (4 + 72 ) ح (2) ,1 ؟ 
ه + 14- -ح )7 
8 +« 14 ع )1 
© 4 + 2122-28 ح (ر)رز 
0 4 -جع28- 2122 ع )ارا 


1) ما ميل مماس منحنى 222 -ح /1 عند النقطة (2 ,1)؟ 
م1 © 4 
28 0 8 


2) ما مشتقة: قبولا5 - 8)/ ؟ 
ع 45 - ور 


5 
اج 0/09 : 
8 2-000 
ل 3 205 -فزإزت التعليم 
دهن معنالع ع0 بمأكاصأالطا 
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8 
6 تلك - زمار 
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درست حناتالنهانات 
جبريًا باستعمال 
خصائصها. (الدرس 4-2) 


وإالاان 

* أقرّبالمساحة تحت 
منحنى دالة باستعمال 
مستطيلات. 

أجد المساحة تحت منحنى 
دالة باستعمال التكامل 
المحدد. 


االمفوردات 
التجزيء المنتظم 


نمم ذاناوء؟ 
التكامل المحدد 
أهرععاما عالمااعل 
الحدالأدنى 

ألما معنمها 

الحد الأعلى 

ألما تعممنا 

مجموع ريمان الأيمن 
اناك لالقلمع ةا أاعر 
التكامل 


|1120 


ثابت بن قرة (221 ه - 288 ه) 
من أوائل من وضع نواة علم التكامل 
من خلال نظريته" إذا ضوعف عدد 
أضلاع المضلع المنتظم: المرسوم 
بين محيطين أو مساحتين إلى ما 
لا نهاية» صغر الفرق تدريجيًا بين 
الأضلاع كلما اقترب من المركز, 
واقترب من الصفر حتى يفنى". 


164 


المساحة تحت المنحنى والتكامل 


عم لم علنانات عطة تعلمنا وعم 


رابط الدرس الرقمي 


كماذا © 


التكلفة الحدية (الهامشية) هي التكلفة الإضافية المترتبة على 
إنتاج وحدة إضافية واحدة من منتج ماء ويمكن إيجاد معادلة 
التكلفة الحدية باشتقاق معادلة التكلفة الحقيقية للمنتج. تُمثل 
الدالة :2 0.002 - 10 ع (2) /التكلفة الحدية لطباعة ا نسخة 
من كتاب ما بالريال . 


المساحة تحت منحنى سبق أن درست في الهندسة طريقة حساب مساحات الأشكال الأساسية كالمثلث 
والمستطيل وشبه المنحرف» كما درست حساب مساحات بعض الأشكال المركبة التي تتكون من أشكال أساسية, إلا 
أن العديد من الأشكال المركبة لا تتكون من أشكال أساسية» مما يستدعي الحاجة إلى طريقة عامة لحساب مساحة أي 
شكل ثنائي الأبعاد. 


يمكننا تقريب مساحة شكل غير منتظم من خلال استعمال شكل أساسي معلوم المساحة كالمستطيل. فمثلًا يمكننا 
تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 122 + 2- ح (2)روالمحور * على الفترة [0,12] باستعمال 
مستطيلات متساوية العرض. 


المساحة تحت منحنى باستعمال مستطيلات 


قرّب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى :1212 + 1:2 - ح (3)/ والمحور :2 على الفترة [12 ,0] باستعمال 
4 6: 12 مستطيلا على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه. 


مثل الدالة والمستطيلات كما في الأشكال التالية» باتباع الخطوات التالية: 

1) أوجد طول الفترة [12 ,0] بطرح بدايتها من نهايتها. 

© أوجد عرض كل مستطيل بقسمة طول الفترة على عدد المستطيلات» فمثْلًا إذا كان عدد المستطيلات 4 
نقسم: 3 4 + 12 

3 قسّم الفترة [0,12] إلى 4 فترات (لأربعة مستطيلات) طول كل منها يساوي 3 

4) ارسم على كل فترة جزئية مستطيلًا أحد بعديه يساوي طول هذه الفترة» والبعد الآخر يساوي قيمة الدالة عند 
الطرف الأيمن للفترة. 


فمثلا ارتفاعات المستطيلات في الشكل (1) هي (3(,/)6(,/)9(,/)12)/. ويمكننا استعمال ارتفاعات 
المستطيلات وأطوال قواعدها لتقريب المساحة المطلوبة. 


© .وهة© 
©#ه6.ى * ووه 
©#©. * 6ه 

وزارة التعليح 

دهن معنالع عه بمأكاصاالطا 

2021 - 3 
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12 8 4 12 8 4 
الشكل (1) الشكل (2) الشكل (3) 
المساحة باستعمال 4مستطيلات. المساحة باستعمال6مستطيلات المساحة باستعمال 12 مستطيلا 
- (3)كرء 3 - بآ 0 - (2)ر١‏ 2 ح رخآ 1 - (10/200- رآ 
- (4ر١‏ 2 - و8 0 - 1070 - 
اكلم رمد كيه 2 - (6)كر١‏ 2 - و1 7 - (10/203 - وآ 
- (ورء 3 - و58 64 - (0/)8. 2 - بي درق كيه 
- زاكر 3 دي 0 - ١/)10(‏ 2 - و1 5 - (10/05 - وآ 
المساحة الكلية 270 وحدة مربعة 2-5 دور ار ا يو 
20001 إإوبى ارو نكن 000 ريدية مرييا 5 - (7)ثر١‏ 1 - بآ 
١2)8( -‏ 1 - وكا 
١/)9( -‏ 1 - وكآ 


١/2)10( -‏ 1 ح وآ 
1 - (10/2)11 ح برآ 
ح 1١72012(‏ - وركا 

المساحة الكلية 286 وحدة مربعة. 
جداول: أي أن المساحة التقريبية باستعمال4» 6» 12 مستطيلًا هي بالترتيب:270 وحدة مربعة» 280 وحدة مربعة» 
للحصول على ارتفاعات 266 وحدة مربعة. 
متعددة للمستطيلات: ١‏ 
والتي تمثل بعض قيم 1130 تحقق من فهمك 
باستعمال الآلة الحاسية 58 5 00 
البيانية. مئّل الدالة 1( قرب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى :2413 كوت 2 ()/والمحور : على الفترة [24 ,0 باستعمال 
باستعمال تطبيق الرسوم 6 8 12 مستطيلا على الترتيب. استعمل الطرف الأيمن لقاعدة كل مستطيل لتحديد ارتفاعه. 
البيانية» وذلك بالضغط على 
أل 007 مم عذية اانه 
2 - ()/. ويمكن توضيح 1 5 0 1 0 
ارتفاعات المستطيلات (1)30 لاحظ أن المستطيلات الأقل عرضًا تمثل المساحة المطلوبة بصورة أفضلء وتعطي تقريبًا أدق للمساحة الكلية. وكما 
باستعمال جدول؛ وذلك استعملنا الأطراف اليمنى لقاعدة مستطيل لتحديد ارتفاعاتها » فإنه يمكننا أيضًا استعمال أطرافها اليسرى لتحديد 
© - ارتفاعاتها وهذا قد ينتج عنه تقريب مختلف للمساحة. 

منها اختيا : خ 5 

2 3 إن استعمال الأطراف اليمنى أو اليسرى لقواعد المستطيلات لتحديد ارتفاعاتها قد يؤدي إلى إضافة أجزاء لا تقع 
للمساحة في بعض الأحيان باستعمال كل من الأطراف اليمنى واليسرى لقواعد المستطيلات » ثم أخذ الوسط 


1:اظهار الجدول # شاشة جانبية (101+1©) 


المساحة تحت المنحنى باستعمال الأطراف اليمنى واليسرى للمستطيالات 


1 [2,16-] بإط 0.5 41 -] 
ويمكنك تعديل فترات قيم قرّبٍ مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 2 - (:3)/ والمحور :د في الفترة [4 ,0] باستعمال مستطيلات عرض 
الى ونع كل واحدٍ متها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمثى ثم اليسرى للمستطيلات لتحديد ارتفاعاتها؛ ثم احسب 
على ومنها الوسط للتقريبين 
> اتللك11 . ::. 
5 د 0ك لسار مسمطلات عرد قر بها محلا ع عر عد لات بو 1 لو لش أو 
ثم حدد بداية الجدول اليسرى للمستطيلات هي التي تحدد ارتفاعاتها . ويوضح الشكل (1) المستطيلات باستعمال الإطرافب | من د 


والخطوة أو تدريج قيم :د. حين يوضح الشكل )2( المستطيلاات باستعمال الأطراف اليبسرى. صماعغمعنلع 6ه داجأ ايا 
3 - 2021 
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رمز المجموع 
ثُقرأ العبارة جل ( ]يح 


كالآتي مجموع حواصل 
ضرب (:)/ في :« له من 
1-1 إلى « -ة. 


الشكل (1) الشكل (2) 


المساحة باستعمال الأطراف اليمنى المساحة باستعمال الأطراف اليسرى 
1 10/200 2 بآ 0ح (0)ر١‏ 1 - رآ 
4 - (10/2)2 - يآ 1-(10/00-< يآ 
9- (10/2)3 - وآ 4 - (2)ر١‏ 1 - وآ 
6 ح 4)/ 1١‏ يآ 9 - (107203 يآ 
المساحة الكلية 30 وحدة مربعة المساحة الكلية 14 وحدة مربعة 


أي أن المساحة الناتجة عن استعمال الأطراف اليمنى هي 30 وحدة مربعة» بينما المساحة الناتجة عن استعمال 

الأطراف اليسرى هي 14 وحدة مربعة» وهذان تقديران تقع المساحة بينهماء وبحساب الوسط للقيمتين نحصل 

على تقريب أفضل للمساحة» وهو 22 وحلة مربعة. 

تحقق من فهمك 

2) قرّبٍ مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى حك - ()/ والمحور :د في الفترة [1,5] باستعمال مستطيلات 
عرض كل واحد منها وحدة واحدة . استعمل الأطراف اليمنى ثم اليسرى لقواعد المستطيلات لتحديد 

ارتفاعاتهاء ثم احسب الوسط للتقريبين. 


عند تقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور » فإنه يمكننا استعمال أي نقطة على قاعدة المستطيل 
لتحديد ارتفاعه. إلا أن النقاط الأكثر شيوعًا هى نقطتا الطرفين الأيمن والأيسر ونقطة المتتصف. 

التكامل لاحظت في مثال 1 أنه كلما قل عرض المستطيلات» فإن مساحتها الكلية تقترب من المساحة الفعلية تحت 
المنحنى» ومن ذلك نستنتج أن المساحة المطلوبة هي نهاية مجموع مساحات المستطيلات عندما يقترب عرض كل 
مستطيل من الصفر. 


في الشكل المجاور, قُسّمت الفترة من 4 إلى 8 إلى 8 من الفترات الجزئية 
المتساوية الطول؛ وتُسمّى هذه التجزئة التجزيء المنتظم. إن طول الفترة الكلية 
من 4 إلى هو 4 - 7 » وبذلك يكون طول كل فترة جزئية (عرض كل مستطيل 
من المستطيلات التي عددها #) هو 274 . ويُرمز له بالرمز + للك. وبما أن 
ارتفاع كل مستطيل يساوي قيمة الدالة عند الطرف الأيمن لقاعدة المستطيل» فإن 
ارتفاع المستطيل الأول هو (::3)/» وارتفاع المستطيل الثاني هو (ج:3)/» وهكذا 
يكون ارتفاع المستطيل الأخير (,:3) /. 

يمكن الآن حساب مساحة كل مستطيل من خلال ضرب :1ك في ارتفاع ذلك المستطيلء أي أن مساحة المستطيل 
الأول هي :3لك (1:)ر» ومساحة المستطيل الثاني هي :لك (و:)/» وهكذا. وتُعطى المساحة الكلية .4 للمستطيلات 
بمجموع مساحاتهاء ويمكن كتابتها باستعمال رمز المجموع. 


دك ( ,1 ),] + ... + 1 (,2)/ + حا( 2)/ - ل اجمعالمساحات 
[(نتتر+ ..١‏ + (ود)ر+ (ومازاحد ح- كل أخرجالعامل المشترك 42# 


(:) ايم حك ع ل استعمل رمز المجموع 
د 
11 


© .وهة© 
©#ه6ى. * ووه 
©#©. * .6ه 
وناها ا ح- 4ل خواص رمزالمجموع 3 
00 وزارة التعليم 
ها لعنالع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 
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ويساوي الفرق بين أي قيمتين متتاليتين من قيم :2 . وبالنظر إلى خط الأعداد أدناه: 
| بوكر -35ث وخر | حم س٠سطلم]‏ 
2 


0 2 8 و2 21 
حل + م حكاز + و حدة3 + م جل2 + م حك + م 4 


يمكننا ملاحظة أن :ك1 + 4 - ,2 . ولهذه العلاقة أهميتها عند إيجاد المساحة تحت منحنى أي دالة لاحقًا. 
لاحظ أنه كلما اقترب عرض المستطيل من الصفرء فإن عدد المستطيلات يقترب من المالانهاية» وتُسمَّى هذه النهاية 
رمز التكامل المحدد التكامل المحدد. ويعبّر عنها برمز خاص. 


5 
يق رأ الرمز جه 20) / / 


التكامل من 4 إلى 5 للدالة اللعاص اده 


يُعبر عن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور :3 فى الفترة |[ 8 ,4 | بالصيغة 


(3)/ بالنسبة ل عد 


11 5 
جه م ع 4م - نحط , :62 (تاارم بتصتل - هر 
ع 41 


حيث 4 الحد الأدنى؛ و 8 الحد الأعلى؛ وتُسمّى هذه الطريقة مجموع ريمان الأيمن. 


سمي مجموع ريمان بهذا الاسم نسبةً للعالم الألماني بيرنارد ريمان (1866 - 1826). والذي يُعزى إليه إيجاد صيغة 
لتقريب المساحة المحصورة باستعمال النهايات. ويمكنئنا تعديل الصيغة باستعمال الأطراف اليُسرى أو نقاط المتتصف 
لتحديد ارتفاعات المستطيلات. 

إن مجموع عدد ثابت 2 


هوه قر 5ت 518 وتسمى عملية حساب التكامل تكاملاء وسسسهّل صيغ المجاميع الآنية حساب التكامل المحدد. 


1-1 
2 2 1 11 
1100-1 1 
سا ١‏ © عدد ثابت , 1 2م 
2ع 1-1 
11 11 
105 155 ل قر د مرك 0+1 در 
30 2-1 2 - 
11 11 
2 - كرر5 + ”رم + 276 قر (1 + 1()20 + )مر 8 
12 0 ك2 6 اك 


تُستعمل خاصيتا المجموع الآتيتان لحساب بعض التكاملات: 
72 11 

> عدد ثابت , 81 - 1 زلا ب 8< عبورح عروع ارد 

كر 1-1 ا 


المساحة تحت منحنى باستعمال التكامل 


اسععمل التهايات؟ لاتحاد سباح البنظقة الميحضورة بين شع 
4 
22 ح / والمحور :* في الفترة [4 ,0] ؛ أي ار 5 


ابدأ بإيجاد حل » :3 . 


كحلا درم صيخة «حا 
تت 4 
اه -_- 0 ع- م ,4 - ما 
حك 1 + مه - رد صيغة :3 
“4 - 4 + 60- ين وت اد 
0-2 جّع دده , 0-ه وزارة التعليح 
١‏ التكامل |! د الذى د / المساحة ١١‏ للدة دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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النهايات 
حثّل كل مجموع بحيث 


تتضمن العبارات الباقية 
إما أعدادًا ثابتة أو 1 فقط» 
ثم طبق صيغة المجموع 
المناسيبة. 


1 


4 
حار ررح ولا ح :011 مر 
5-0-1 0 


تعريف التكامل المحدد 
11 
تك 2(بد حمنا - 2 د 
0 )2 حملا :3 > (نتا[ 


4 44 _ 
خ ح يدك  ,‏ - رد 


42 4ن ل _- 8 
- خصائص المجموع 
1 1 11 جر 
1 
2 
00 ومن - وزع القوة 
1 27 11 مجر 
ا لطر خصائص المجموع 
1-1 11 


11 
(1 +11)2 +110 اقة 
1 مجر 6 1-1 


1- 


| 
5 


اك 
6 0 


(1+ م38 + 2م2) 1 4 ون - 5200 
611 0 صرب وورع 
(1 + ور + 64:1)212 20 ١‏ 
611 0-0 0 إكضري 
(1 + م3 + 64)22 اد 5 
6012 0 2 ادم 
1+م3 + 2022| 64 .0 _- ا 
| 7 6 عر 0 عبني 
1 5 64 .. . 
لمتكم الس لسعم حت 5 2 
كيه جنا - اقسم على 11 


حصنا + 4 ممنا )(3 لمطنا ( + 2 مننا ]وت ملا ْ - خسافصن التوانات 
2 مجر 1 م1106 مجر هوج 7 ]|] 6 مجر 
3 24 -[0 + (30 + 2] 24 - 


أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 21.33 وحدة مربعة تقريبًا. 
ْ تحقق من فهمك 
استعمل النهايات؛ لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة والمحور :د والمعطاة بالتكامل المحدد في 


كل مما يأتي: 
1 3 
8 11 ا 58) 011 / 
0 0 


©6 ووهة© 

7 عدي ا سد 

معدا الكاسيان سالعات البعاطة اتفال القزايات بعال كرح نط الأصل الست نا ل لي 
وزارة التعليح 
ها لعنالءع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 


8 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


المساهة تحت متحتي باستمفاق عامل 
١‏ ستعمم النهايات؛ لإيجاد مساحة ا : لمنطقة المحصورة بين منحن 
3 
3د - , والمحور :د فى الفترة [3 ,1] ؛ أى ثيه ٠.)‏ 
6 5 1 


ابدأ بإيجاد :حل » 3 . 


عمجل ديم صيغة 1ه 


1 
2 الااد وا 
ا 11 ا 5-1 
حك 1+ مه - رد صيغة زد 
21 4 12 2 
2 + 1 - 2غ +1 ح 2ح ده , 1 - 0 


احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة. 


تعريف التكامل المحدد 


ا جمنا ع تمه - مر 


2 21 
2د رم , ك2 +1 - بد 


| 
-- 
8 
5-5 
ببباتحصيي 
حر 
55 
يمإ 
جد 
سللهة- 
اص 5 
دراع 
سلس 


11 
4ه - ع 
7 +14 2 7 تار خصائص المجموع 
11 
21 21 ا 2 2 
[(2) + قاد قاد + ]رح قيض - معد هم 
3 11 
|8 ذم :4 + 1) 2 بسنا - بشط 
11 11 21 مج ىر 
5 8 11 2 6 11 11 
1 121 1 8 
د ا 5 ا دن 72 7 
11 11 11 11 
1 +2 ل + 1 اشير - خصائص المجموع 
0 7-1 1 121 1 1-1 21ن) 2 70 
التهايات 2 2 
عند تقريب مساحة المنطقة لشخ عاك قا لتخسشالة خ ماه قدب لتخكلك. كبم) 5 يون - صيغ المجموع 
تحت المنحنى باستعمال 11 1 
المجاميع؛ أوجد مجاميع (1 + م2 + ”641 (1+ست + :)م96 (1+ مممقة برع 0 ني 2 
قيم 1 قبل توزيع تدك أو أي 4ر4 7 6 اح ل | 1100 ٠‏ وزع واضرب 
ثوابت أخرى. 
لجح (1 + س2 + 16)2 (1+ سق + 1622 (24)0+1 . 
- + 1 + + 8] ممذلا - بسَط 
11 11 11 مجر 


|[ + 2 +2 + 3+ + 4 +241 + 8| يون - اقسم 
12 


60 ج11 


11-60 


2 + 2ن + | . 2+3 ج14 + |2 3+ 1)جن24 + قزل - 2000 


0 -ح (0 + 0+ 16)1 + (0 + 0 + 16)2 + (0 + 24)1 + 8 - بسّط 
أي أن مساحة المنطقة المطلوبة هي 80 وحدة مربعة. 
أ تحقق من فهمك 
استعمل النهايات؛ اجا متاح المعلقة السحصورة بين متخت الدالة والمشور ب3ي يسنا بللميطاة بالتكاول إلهحدد في 


كل مما يأتي: 200 
4 
48 ) 1 00 48) 11 ار وزارة التعليحم 
1 2 مه معسلع عه ومأكاص تالا 
3 - 2021 
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الجرانيت هو صخر ناري يتميز 
بنسيج خشن يكسبه مظهرًا فريداء 
وهو مقاوم لعوامل الأكسدة؛ لذلك 
يستعمل في تبليط الأرضيات. 


4 


0 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


مثال 5 من وافع الحياة 


بلاط : يكلّف تبليط القد م المربعة الواحدة من فناء منزل بالجرانيت 


4 ريالًا. إذاتم تبليط ممرين متطايقين في فناء المنزل بالجرانيت: وكانت 


0 لأيّ من الممرين تُعطى بالتكامل 
دك (2 0.12 - 10) / » فما تكلفة تبليط الممرين؟ 
0 


ابدأ بإيجاد :دك » 3 . 


11 يوم صيغة :ده 
0 _ 10-0 _ 
ا 0 -ح ط,0 -ه 
حك 1 + 4 - رع صيغة 3 
- 12 + 0 - 1 جم , 0 ده 


احسب التكامل المحدد والذي يُعطي المساحة المطلوبة. 


المساحة تحت منحنى 


ف 10 
جد( ررح جمنا - عه (0.122 - 10) / تعريف التكامل المحدد 


11 
عط (رعا.) - 10) رح هنا - 


11 7-1 11 مج111 
2 11 11 
ثيه - 10 | سنا - 
لكر 1خ 72 7100 
11 11 
2 10 - 10 | 10 مطنا ح- 
72-1 117 21 72 16 
2 +102 ا 0 _- 0 0 ون - 
6 11 7 ممجر 
(1 + ,3 + 10071022 قله ا وين ت 
600 1 حم ده 5 
1 2112 
502301 _ مما 1ت 
2312 11+06 
|[ كب 50/2 0 00] 5-7 
112 11 3 موج نر 


00 + 0 
11+60 


7 هبح 2 66 ع (0 + 0 + 5202 2-100 
أي أل.قتاحة د 
(2 »ا 66.67) »>< 22.4 يان أو 2986.8 0 


تحفق من فهه |> 


ثبحة.0 - 10 ع (ندار 


5) طلاء: لدى عبد الله كمية من الطلاء تكفي لطلاء 12 30 ؛ هل تكفي هذه الكمية لطلاء جزأَينْ من جدار 


مساحة كل منهما بالقدم المربعة تُعطّى بالتكامل :»(0.2:2 -6/؟ ؟ در إلجابتلك. 


وزآارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


قرّبٍ مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى الدالة مستعملًا الطرف المعطى 
لتحديد ارتفاعات المستطيلات المعطى عددها فى كل من الأشكال 
أدناه: (مثال1) 


الطرف الأيمن الطرف الأيسر 
6 62-4 + 2ن - رن[ 


1 +ع دير 


5) أرضيات: يرغب أحمد فى تبليط جزء من فناء منزله على شكل 
نصف دائرة تمثله 10095 + 2-) ح (تدكر. (مثال 1) 
قرّب مساحة المنطقة نصف الدائرية باستعمال الأطراف اليسرى 
لمستطيلات عرض كل منها وحدة واحدة. 
2) إذا قرّر أحمد تقريب المساحة باستعمال الأطراف اليمنى 
واليسرى معًا كما في الشكل أدناه» فكم تكون المساحة؟ 


5 + 2ن ) - )م 0 


10 8 6 4 2 
©) أوجد مساحة المنطقة باستعمال صيغة مساحة نصف الدائرة. 
أي التقريبين أقرب إلى المساحة الحقيقية؟ فسّر إجابتك. 


قرّبٍ مساحة المنطقة المظلّلة تحت منحنى الدالة في كلّ من الأشكال الآنية 
مستعملًا الأطراف اليمنى ثم اليسرى؛ لتحديد ارتفاعات المستطيلات 
المعطى عرض كل منهاء ثم أوجد الوسط للتقريبين: (مثال 2) 

6) العرض 0.5 ا عرض 05 


5 +|4-«|- دن 


9 العرض 0.5 
5 + بق + 2يي4 - تبر0.5 - رن 


العرض 0.75 


20 4 6 


استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور :« والمعطى بالتكامل المحدد فى كل مما يأتى: (المثالان 3,4) 


4 2 
0( حمر 11( 64 
1 0 


3 4 
12) 2ك (3 + 2بن2) ! ) 02 (2د - ير4) 1 
1 0 


15) 2ك (15 + 02 
2 


3 
ا 6 ار 
1 


14) :1ك 60 ل 0 
3 

5 
16( عه جع نم | 
1 


8) طباعة: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" فى بداية الدرس . إذا زاد عدد 
الكتب المطبوعة يوميًا من 1000 كتاب إلى 1500 كتاب» فأوجد قيمة 
تكلفة الزيادة والمعطاة بالتكامل 


1200 
دك (0.00250 - 10) 1 . (مثال5) 
1000 


9) يمكن حساب التكامالات المحددة عندما 1 
يكون أحد حدي التكامل موجبًا والآخر ججح ]/ر|[2 ++ 0ن 
ساليًا. 
6 أوجد طول قاعدة وارتفاع المثلث» 3 0 
ثم مساحته باستعمال قانون مساحة 
المثلث: 
2 
التكامل 4 (2 + 66 ]. . 
- 
استعمل النهايات؛ إتشروب تتباحة المتطقة المحصورة بين متحتي البالة 
والمحور :ة والمعطى بالتكامل المحدد فى كل مما يأتى: 


11 0 
20 01 0 201 011 6+2 م 
1- اك 


0 
2) ميك (6 - شن #) 


210 -4 


5©) :كه 0د - ناوث التعليص 


هاا طعباقع عه بمأكاص ألا 


2021 - 3 


24) :نك (6 + :21) ]1 
2- 
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استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور ئد. والمُعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي: 
ات 0 
6) يدك 70 - 222-) / 237 مك و ) 1 
8 2 


38 دك / 9) جك |3 1 اي 


0 4 تمثيلات متعددة : سوف تستقصي في هذه المسألة عملية 
ام وات وول ا و 
3) بيانيًا: مَل منحتبي دام 4 2ذ_ - (2)] في 


التكاملان 041 05 (4 + ا 
0 0 


1 1 
5) تحليليًا: احسب دا 42 || معد (4 + ي) )رش 
0 0 
©) لفظيّاه وضح لماذا تكون مساحة المنطقة المحصورة بين 
المنحنيين مساويةً ل 


1 1 
4 2< ]| - يرق (4 + 2:-) | . ثم احسب هذه القيمة 
0 ا ا 1 


باستعمال القيم التي أوجدتها في الفرع 8. 
تحلييًاء أوجد 60ج - (حال ثم احسب :4 [80)م- (0]/] | 
©) لفظيًاه خمّن طريقة إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين 


مسائل مهارات التغكير العليا 


1 اكتشف الخطأ: سُئل ماجد وخالد عن دقة تقريب المساحة تحت 
منحنى باستعمال أطراف المستطيلات» فأجاب ماجد: إنه عند 
تقريب المساحة تحت منحنى باستعمال أطراف المستطيلات اليمنى» 
فإن المساحة الناتجة تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية تحت 
المنحنى. في حين أجاب خالد: إن المساحة المحسوبة باستعمال 
أطراف المستطيلات اليسرى تكون أكبر دائمًا من المساحة الحقيقية 
تحت المنحنى. أيهما كانت إجابته صحيحة ؟ برّر إجابتك. 


2 تبرير: افترض أن المقطع الرأسي ا 


4 عرض النفق» إذا كان طوله معلومًا. بِرّر إجابتك 7 


3) اكتب: اكتب ملخصًا للخطوات المتبعة لتقريب مساحة المنطقة 
المحصورة بين منحنى دالة والمحور « على فترة معطاة. 


1 
4) تحدٌ: أوجد به (2 + 2) || . 


5 اكتب: 'وضح| إمكانية لجال بي عار الدوائر ف ل 
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أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: (الدرس 4-4) 
6 1222 - 11)2:5 + 3م2) ع راز 
7 722 -غ6) 20 + 2 + قلمن) ع وار 


8) 57 - 73/5 - ]ل - ()د 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عندما 1 ح :د : (الدرس 4-53) 
9) 3ح رن 

40 9 ل برك + 2ر7 ل ثير د رن 

- )2 + 1()2:- 2( 1 


أوجد كل نهاية مما يأتي (إن وجدت): (الدرس 4-2) 


جنا 
7 5 3ج 


5) ما مساحة المنطقة المحصورة بين 32+26 -2::- ح /[ والمحور :1» 
فى الفترة [6 ,2] ؟ 


)44 


8 3 وحلة مربعة تقريبًا 
08 وده مريطة قري 
) 86.67 وحدة مربعة تقريبًا 


0 52 وحدة مربعة تقريبا 


46) أي مما يأني يمثّل مشتقة م4 + ك + حك ل - (م)مر؟ 
0 4 
ه 34 + م5 - مق - (م) 11 
8 4 + 4و3 + 3و5 - 2 مد - (م) نر 
3 5 4 / 
© 4 + خخ حم 35 - 10 
4+5-3- - م 
2 _ 10 4 / 
0 2-4 27 - ح (0 1 
. 10 - ع3 : 
7) ماق و والتحمطط ل وروم 
( 6 + يرك + 22 03م 6 د 
ليل ان .هه 
5 ب 0 206 
وزارة التعليح 
8 3 0 تٍِِ صم معنلع عه وماكأطتيا 
ا 1 73 - 2021 


درست استعمال النهايات 
لتقرت المساحة تحت 
متحق دالة. (الوريى ودق 


وإلاان 

* أجِدُ دوال أصلية. 

" أستغمل النظرية الأساسية 
في التفاضل والتكامل 
للأجد التكامل المحدد. 


المفوداتى 

الدالة اللأصلية 
للك 

التكامل غير المحدد 
أوقععاما عالماأعلما 
النظرية الأساسية في 
التفاضل والتكامل 

أ0 تمع رمعطآ! أمأمعممدلمنظط 
كناأناءاة) 


النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 


دناألاء|2) ]0 مرعرمعط! اأمختمعطسقلصلط عط 


رابط الدرس الرقمي 


قي 


لنماذا 4 


سقط قلم من جيب علي في أثناء ركوبه منطادّاء فهوى نحو الأرض. 
إذا كانت سرعة سقوط القلم المتجهة بالقدم لكل ثانية تُعطى ب 
+32- - ()0 2 ذ 


الدوال الأصلية والتكامل غير المحدد تعلمت في الدرسين 4-3 
و4 -4» أنه إذا أعطيْتَ موقع جسم ب +2 + 2 > (ت)ثرء فإن العبارة التي 


تمثّل سرعة الجسم هي مشتقة (0:)/ أو 2 + :2 
عبارة تمكّل السرعة» وطَّلِبٍ إليك إيجاد صيغة المسافة التي تم إيجاد 


السرعة منهاء فلا بد من وجود طريقة للعمل عكسيًا والعودة إلى الدالة 


فمن الممكن إيجاد الارتفاع الذي سقط منه القلم. 


- ()'ثر» لكن إذا أعطيت 


الأصلية وإلغاء الاشتقاق. 


وبمعنى آآخرء فإننا نبحث عن (1)2» بحيث إن (:)/ - (2')2. وتُسمّى ()2 اله[ أقظلةةا للدالة / . 


6 


إيجاد الدوال الأصلية 


أوجد دالة أصلية لكل دالة مما يأتي: 


32 ع ودار 

لنبحث عن دالة مشتقتها 33:2. تذكر أن قوة :: في مشتقة دالة القوة أقل بواحد من قوة 6 في الدالة. وعليه فإن 
لي 1569 
تحقق المطلوب. حيث إن مشتقة 3 هى 1 3:3 أو 322. 

إن 3: ليست الدالة الوحيدة التى تحققٌ المطلوب. فمثلًا 10 + 3 ح ()© تحقق المطلوب أيضًَا؛ لأن 

2 - 0 + 1- 3:3 ح ()'0 . وكذلك 37 - 13 ح ()21 تحقق المطلوب. 


6 ج- - وار 
اعدكابة 0" قرم سال تعس مان فخي - ح ()ثرء وبما أن قوة + فى مشتقة الدالة أقل بواحد من 
م ا ا ا و ل 
فمشتقة برهي 86-7 - - 8-8-1 . لاحظ أن كلا من 3 + 2-8 - )6 12 - قح - )زر 
0 

تحقق من ذ 

70 

- 32-4 )8 2+ )8 


في المثال 1 لاحظ أن إضافة أو طرح ثابت لدالَّةِ أصلية يتنج عنه دالة أصلية أخرى؛ وبشكل عام فإن إضافة أي طرح 
م ا ا 0 وعليه فإن هناك عدوا ناي مر انول الأصلية 


وزارة التعليح 
دهن معنالع عه بمأكاصذالطا 


2021 - 3 
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كما فى المشتقات» فإن هناك قواعد لإيجاد الدالة الأصلية. 


قواعد الدالة الأصلية 
1+ انيج 


وح لاط 


قاعدة القوة إذا كان 7د ح- (20) /» حيث 11 عدد نسبي لا يساوي 1- » فإن: ') + 


قاعدة ضرب دالهة إذا كان7 12 - 1 ؛ حيث 11 عدد نسبي لا يساوي 1- ,» ع/ عددًا تابتاء فإن: 
القوة في عدد ثابت 1 +14 
لقوة في ٍ ع2 ع1 


1 +11 - نا 


قاعدة المجموع والفرقئ إذا كان ل(2)/: (8)3 دالتان أصليتان هما ()1: ()© على الترتيب » 
فإن: ) © 2 (2)0 دالة أصلية د (3)ع ع2 (00)/ . 


قواعد الدوال الأصلية 


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي: 


وا- 
الدوال الأصلية كعد - وحار 
داع («) 2 هى دالة أصلية 7 0 5 5 
0 < 4 - د لدالة المعطاة 
د 1ح (32)/ » فمثلا ؛ إذا كان لالد 
3 - دار فإن 1+ 7ر4 
دة - )7 . + 1 + 97 ا [569 قاعدة ضرب دالة القوة في عدد ثابت 
355 
8 1 - : 
+ 2 - بشط 
2 
2 
م( 2 كر 

42- 5 
التكامل غير المحدد 0 ح- (6)2ر الدالةالمعطاة 
سبب تسمية التكامل غير 
المحدد بهذا الاسم أنه لا 4ع 2 - أعد كتابة الدالة بقوة سالبة 
يُعبر عن دالة محددة؛ بل 2-41 
عن عدد لا نهائي من الدوال 0 + 0 - (20./20" > قاعدة ضرب دالة القوة في عدد ثابت 
الأصلية. 

6 دعقي داح بو قدين كيت 5 
يق 3 


©) 5 لبق - شع ع وبال 
5 + *8# - 22 - (#«)مر الدالةالمعطاة 


فر + ابيع 2, - أعد كتابة الدالة بدلالة قوى ‏ 


1+ يرم 1+ ليرع 1+ 


2 
- 3 - .0 
01 121 بج - 100 قواعد الدالة اللأصلية 
1 


0+ يوق عد تير# تيوع د شط 
أ تحقق من فهمك 
أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي: 
4رعم - _ 7ت 
20) 62 ع ودار 228 م - تار )2) 2 + 62 + “هق - ودار 


يُعطى الشكل العام للدَّالة الأصلية باسم ورمز خاصّين. 


يُعطى التكامل غير المحدد للدالة / بالصيغة © + (1)0 - 6 ضام ٠‏ حيث (702 دالة أصلية,(1|/4: 
ول) ثابت. مهلام نالع عو نا كلد ايا 


2021 - 
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مثال 5 من وافع الحياة التكامل غير المحدد 


فيزياء: أجرى طلاب الصف الثالث الثانوي في إحدى المدارس الثانوية تجربة فيزيائية تتضمن إسقاط كرة من 
نافذة الفصل التي ترتفع عن سطح الأرض بغ# 30» وتمثّل 32#- ح )7 سرعة الكرة المتجهة اللحظية بالأقدام 
بعد 2 ثانية من سقوطها. 
8) أوجد دالَّة موقع الكرة (5)8 بعدء ثانية من سقوطها . 

لإيجاد دالة الموقع» أوجد الدالة الأصلية ل (©)2 . 


41 )2 > )5 العلاقة بين الموقع والسرعة المتجهة 


01 522 - +32 ح هم)ن 
إل الربط مع الجياة 22011 
السقوط الحر قبل أربعمائة عام 3 ا ةا 
تقريبًاء استنتج جاليليو جاليلي أن +162 - بسط 
لجميع الأجسام التي تسقط سقوصًا | 
حرًا التسارع نفسه + ياهمال ل أوجد ا بتعويضي 30011 للارتفاع الابعداتي 08 للومن الابتداني» 
الهواء؛ وان هذا التسارع لا يتاثر باي 1 1 
من مادة الجسم الساقط أو وزنه أو 0 + 1612- ح 8)ى الدالة الأصلية 20803 
الارتفاع الذي سقط منه. © + 16)02-- 30 2 0-غ,مة- ماه 


30:26 بسّط 
أي أن دالة موقع الكرة هي 30 + 16/2- - (5)7. 
0) أوجد الزمن الذي تستغرقه الكرة حتى تصل إلى سطح الأرض. 
خُل المعادلة 0 > ()5. 
0 + 1612- ح (5)2 2 دالة موقعالكرة 
0-1620 0 - م)ه 
2- - 20-30 اطرح30 من كلا الطرفين 
2 ب 21.875 اقسم كلا الطرفين على 16- 
+ ب 1.369 خد الجدر التربيعي الموجب لكلا الطرفين 
أي أن الكرة ستستغرق 1.3698 تقريبًا حتى تصل إلى سطح الأرض. 


6 سقوط خر: عند قيام فنّي بإصلاح نافذة برج على ارتفاع 1201 سقط - مهل نحو اللأرض» وتمثل 
+1- - (0)8 سرعة المحفظة المتجهة اللحظية بالأقدام بعد ؛ ثانية من سقوطها. 
8) أوجد دالة موقع المحفظة (5)8 بعد ؛ ثانية من سقوطها. 


8 أوجد الزمن الذي تستغرقٌهُ المحفظة حتى تصل إلى سطح الأرض. 


النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لاحظ أن الرمز المُستعمل للتكامل غير المحدد يبدو شبيهًا بالرمز 
الذي استّعمل للتكامل المحدد في الدرس 4-5 إذ إن الفرق الوحيد هو عدم ظهور حدَّي التكامل الأعلى والأدنى 
فى رمز التكامل غير المحدد. إن إيجاد الدالة الأصلية لدالة ما: هو طريقة مختصرة لحساب التكامل المحدد للدالة 
نفسها باستعمال مجموع ريمان. وهذه العلاقة بين التكاملات المحددة والدوال الأصلية ذات أهمية كبيرة» وتُسمى 
النظرية الأساسية فى التفاضل والتكامل. 

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 


إذا كانت ()2 دالةٌ أصلية للدالة المتصلة ()ث/» فإن 


41 
(0) - (5)ط ح ييل 600 0 1 


0 
3 الطرف الآيمن من هذه العبارة بالرمز |0 . 
ويمكن التعبير عن الطرف الايمن من هذه العبارة بالرمز 53 - 0021 
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من نتائج النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل أنها ربطت بين التكاملات والمشتقات, فالتكامل هو عملية إيجاد 


(6 تاريخ الرياضيات 


ماريا أجنسن (1718-1799) 
عالمة إيطالية برعت في اللغات 
والفلسفة والرياضيات, وَيُعَدُ 
كتابها 111511111110115 11411/11001 
أول كتاب ناقش حسابي التفاضل 
والتكامل معًا. 


4 
)١‏ 6 + يه + 2 ح ,على الفترة [4 ,0]؛ أى بده (6 + عي + 2 ) ! 
ٍِ 0 


دوال أصلية» فى حين أن الاشتقاق هو عملية إيجاد مشتقات. لذا فإن عمليتى التكامل والاشتقاق هما عمليتان 
عكسيتان» ويمكننا استعمال النظرية الأساسية فى التفاضل والتكامل لحساب التكاملات المحددة دون الحاجة إلى 
استعمال النهايات. 


المساحة تحت منحنى 


استعمل النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل لحساب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى كل دالة مما يأتي 
والمحور :« على الفترة المعطاة: 


3 
8) 43 ح بر على الفترة [3 ,1]؛ أى 00 
: 5 


أولّا: أوجد الدالة الأصلية. 100 


1+ 3ييي4 3 
+ 9 ح نجل 40 قاعدة ضرب دالة القوة في عدد ثابت 


1+ 5 
0 +4 - نش 
الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل , ثم 
أوجد الفرق. 4 3 12 
: © + 4 - يول د النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 
©4+0©)) - 0 + 3(4)) - قدو وحن 
0 81-1 - بض 


أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 163 4 ح ,1 والمحور :د على الفترة [1,3] هي 80 وحدة مربعة. 


أولّا: أوجد الدالة الأصلية. 


(6 + ميك + م 
0+1ييم 1+ 1ييي4 1 مي 


6+ ويم 5 م قواعده الدالة الأصلية 


3 1 
6 رو ب ع باج ,به 


الآن: احسب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل» ثم أوجد الفرق. 
4 3 4 
|0 + ع6 + قر + كي - - جيل (6 + بوه + 2 -) / النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 
0 
3 
- [ع + هاه + 22 + لكا | - 824 20ع 


3 
9 + (66 + 202 + 7 دأ 


7 هبه 0 - 34.67 به يشمك 
أي أن مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 6 + :4 + 62 - - /1 والمحور :على الفترة [4 , 0] هي 
7 وحدة مربعة تقريبًً. 
تحقق من ذ 
ع 7 
5 2 
48) 1 3:2 / 48) 1 (2رم - 3ب16) / 
1 كوه .وهة© 
ل ٠.‏ لل 


لاحظ أنه عند حساب قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى للتكامل : وحساب الفكق ين 'الفيمشيةث عق 

© لن تظهر في الناتج؛ وذلك لأن © موجودة في كلتا الدالتين الأصليتين» » فإن الفرق بين قيمتي © يساوي يعزةربا: : حعليم 
لذا فإنه لحساب تكامل محدد باستعمال النظرية الأساسة في التفاضل والتكامل يمكنك إهمال الثابت ووعليم كتابته :د ىذالا 
فى الدالة الأصلية. 3 - 2021 
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التكاملات 
صحيح أنه يمكن تجاهل 
الثابت') عند حساب التكامل 


المحدد. إلا أنه يجب أخذه 
بعين الاعتبار عند حساب 
التكامل غير المحدد؛ لأنه 
جزء من الدالة الأصلية. 


قبل حساب التكامل حدّد ما إذا كان محددًا أو غير محدد. 


التكاملات المحددة وغير المحددة 
احسب كل تكامل مما يأتي: 
2ك (3عن - عرو) 
هذا تكامل غير محدد. استعمل قواعد الدالة الأصلية لحسابه. 


0 341 ايو 
ولا 1 


6 


0 + ح يك (0,ر - ا قواعد الدالة الأصلية 


1+ 

م - 
)١‏ مك (ثد - عرو) / 
2 

هذا تكامل محدد. احسب قيمة التكامل باستعمال قيمة الدالة الأصلية عند الحدين الأعلى والأدنى. 

3 


ف جر و9 3 3 1 
2 دم قد- »مه | النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 
2 


2 


2ه 5] ف _ه 9 0 
1 0 2 1 © - 3 -42-2855 


بسّط 
5 - 14 - 20.25 - 


هه ا همومه 


تحقق من فهمك 
احسب كل تكامل مما يأتي: 
3 
8 02 (3 - 82 + 0 58) مك (4 - م30 + 24:2 - تبرق + 4د-) / 
1 


لاحظ أن التكامل غير المحدد يُعطي الدالّة الأصلية» في حين لا يُعطي التكامل المحدد الدالة الأصلية بصورة صريحة.» 
بل عوالغرق بين قيمتي الدالة الأصلية عند . الحدين الأعلى والآفلي: أي أن وا ا يا وحي الدالة 
عندها عدا 


التكاملات المحددة 


0.5 
يُعطى الشغل اللازم لشد نابض ما مسافة 0.532 من موضعه الطبيعي بالتكامل :دأ :د360 /. 
ما قيمة الشغل اللازم لشد النابض مقيسًا بوحدة الجول؟ ١‏ 


احسب قيمة التكامل المحدد. 
1802 -ح يرل 0 قاعدة ضرب دالة القوة في عدد ثابت » والنظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 
72 -- 1800.572 - 5 -0,5-ه 
45 - 0 - 45 - بسّط 
أي أن الشغل اللازم هو [45 . 


تحتق من طهباك 
أوجد الشغل اللازم لشد نابض مسافة ما والمعطى بالتكامل في كل مما يأتي: ا ا 
ند ل كان .© © 
07 1.4 . 
68) حك د476 658) :1ك :5121 1 ودزارة الة 1" 
105 لعنالع 06 بماكاص لطا 
3 - 2021 


الدرس 4-6 النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل ‏ 17/7 


تدرب و حل ناف 811111111111111 


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالّة مما يأتي: (المثالان 1,2) 


0 دح ونال 
© ل - هار 
1 حر 8 52 
3 ل ل قر صايل 
4) بر - قرط + قرح - )سه 


5 + 2 6 - 2 + غ1 - (ه)ن 


66 20-11 1613-1212 ح )1 


7 سقوط حره ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية الدرس. افترض أن 
القلم قد استغرق 25 حتى الوصول إلى سطح الأرض. (مثال3) 
3) أوجد دالة الموقع 41 2 - (5)8. 
©) ما ارتفاع القلم عن سطح الأرض بعد 1.58 من سقوطه؟ 

احسب كل تكامل مما يأتى: (المثالان 4,5) 

)1 217 سا + كار 

9 محل 3ن 2 


1 5 
0 04 (6 + م- 2م) / 
2 


5 
1 2 + 2 3 1 4 
/ 0 + 4| 4 011 
[| )34 4-128 +234-57( 4 (12 


) 00 ( 3 + 3ن 13.2 + 7ترج 20.1 - 1:تتن 14.2) ا" 


4) حشرات: تُعطى سرعة قفز حشرة ب 34 + 324 - ح (2)8؛ حيث 
الزمن بالثواني» و (0)8 السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية. 
(مثال 6) 
6 أوجد دالة الموقع (5)4 للحشرة» ثم احسب قيمة الثابت © 
بفرض أنه عندما 0 ح 4» فإن 0 ح (5)4. 
5) أوجد الزمن من لحظة قفز الحشرة حتى هبوطها على سطح 
الأرض؟ 


5) هندسة: صمّم مهندس مدخل بناية على شكل قوس يمكن وصفه 
2 


ب هه + حك - ح نز , حيث 2 بالأقدام. احسب مساحة المنطقة 


تحت القوس. (مثال6) 


8 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


احسب كل تكامل مما يأتي: 


1 
6) ك3 / 
3 
5 


5 1 
8) ل مساوق / 9) 2ك (8 ل بيك - 3ر2 - كير) 0 
2 ا 


7) 2ك (10 + 2ع -) 1 
1- 


و 
0 42 (10 - مرو - 2ن -) / 
6 


1) مقذوفات: تُعطى سرعة مقذوف ب 120 + 324 - ح ()2 ؛: حيث 
(7)4 السرعة المتجهة بالأقدام لكل ثانية بعد / ثانية » ويبلغ ارتفاعه 
22856 بعد 35 . 


6 أوجد أقصى ارتفاع يصله المقذوف. 
( أوجد سرعة المقذوف عندما يصل إلى سطح الأرض. 
احسب كل تكامل مما يأتي: 


نا 7 2 
2) +0 88 + 312) / 53) 4 (5 + 12:2 - 1014) / 
:3 5 


2 6 
24) +01 (2 + 10 + 3ي) / 5) +4 42 + 12و9-) 
3 


_-_ 


من 2+3 
6) 42 (7 + 15:2 - 16/3) / 7) +04 (1 + غ6 + 2ئ3) ١‏ 
23 


2 


28 حجم الكرة: يمكن إيجاد حجم كرة طول نصف قطرها ؟! بقصها 
إلى حلقات دائرية من خلال مستويات رأسية متوازية ثم إجراء تكامل 
لحساب مساحات الحلقات الدائرية. 


12 2 


يبلغ طول نصف قطر كل حلقة 2 - 1/162» أي أن مساحة كل 
انف | 2م - 2ج /دام : 
1 
أوجد :ك2 (72 - 112 لحساب جم الكرة . 
وجد 1 (12127 2 ب حجم الكر 


9 مساحات: احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيى (:3)/ 2 
(:8)3 والمحور » في الفترة 3 > < > 1 . 


دهن فعنالءع ع0 بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


0 يه تمثيلات متعددة: ستستكشف فى هذه المسألة العلاقة بين 
قيمة تكامل دالة على فترة» ومساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
الدالة والمحور :3 » وتأثير موقع الدالة بالنسبة لمحور :: على إشارة 


التكامل. استعمل النهايات لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
3) هندسيًا: مَثْل الدالة :و8 + 6:2 - "عدت (0:)ربيانيا وظلّل والصري حور المي والسامل في كريةا باني1 ارمق 05 
المنطقة المحصورة بين (3)[والمحور :» في الفترة 4 > :3 ك 0 . 8 0 39 ل + م زر 
) تحليليًا: احمب كاده 
01 (دة + مده - تا | ,عه ده + مه - تم ار استعمل قاعدة القسمة لإيجاد مشتقة كل دالة مما ياتي: (الدرس 4-4) 
0 03 0 قم 1 
) لفظيًا: أعط تخميئًا حول مساحة المنطقة الواقعة فوق أو تحت | 40) - 100 
المحور 2 . 


5 ع 2 5 1 بك + 23 _ 
0) تحليليًا أوجد لاقام علي الفترة كاملة من خلال حساب 21 12لاو 
دك 830 + خيرم - 3ر) أ » ثم أوجد المساحة الكلية من خلال 
0 5 
حساب 2) إذا كان 8 ح (:1 م + 22 2) «طذاء فأوجد قيمة 6. (الدوسن 423ا) 
جح 


4 2 
تدك 830 + خيرم - 3ر) ]ا وه + قم - قم إل 
2 0 


أوجد معادلة ميل منحنى كل دالة مما يأتى عند أى نقطة عليه: 
ع( لفظيًا : أعط تخميئًا حول الفرق بين قيمة التكامل على الفترة (الدرس 4-5) 


كاملة وا ة الكلية. 
ولس جر 5 2+3 د رن 


مسائل مهارات التفكير العليا 44) 3م - رن 
7 

31 تحدّه احسب قيمة «4 2 - 1/72 / ., حيث 7 عدد ثابت. 
منت 


تبرير عد ماين كنت عر عبر ةسبال لما 2 000 


أحيانًاء أو غير صحيحة أبدًا. برّر إجابتك: 2 
45) إذاكان 6 - :كه :د16 / » فما قيمة1؟ 
0 


1 5 
2 يتك دار / ح يدك ودار / 1 
4 
3 7 8 2 
3 02 دا ح نك دا 
1 ] حعدهم ‏ 0 
|2 0 4 
4 :تك دار ْ 0 ح يدك ودار / 
1 
5) برهان: أثبت أنه لأي عددين ثابتين 110171 » فإن 
4 4 4 
ع )+ عق | دعة سس م 0 
01 41 01 
0 
6 تبرير: صف قيم :« (0 || , نا( :*)/( 9 , (2)00» عندمايقع 
01 -1 
التمثيل البيانى للدالة /رتحت المحور :8« فى الفترة 8 >> 3 > 6 . 
7) اكتب: بين لماذا يمكننا إهمال الحد الثابت © فى الدالة الأصلية 
عند حساب التكامل المحدد. © .6ه 
1 ©08.*. .ثىووهة 
© ©. "*ى*ى,* .مه 
وزارة التعليح 
هن لعنالءع عه بمأكاصذالطا 
3 - 2021 


الدرس 4-6 النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل ‏ 179 


دليل الدراسة والمراجعة 


مفاهيم أساسية 

تقدير النهايات بياتيًا (الدرس4-1) 

» تكون نهاية (7)/ عندما تقترب < من © موجودة» إذا وفقط إذا 
كانت النهايتان من اليمين واليسار موجودتين ومتساويتين. 
تكون نهاية ()/ عندما تقتره بد من0 غير موجودةإذا اقتربت 0 
من قيمتين مختلفتين عند اقتراب قيم:2 من العدد0 م ناليسارومن 
اليمينء أو عندما تزداد قيم (5)/أو تتناقص بشكل غير محدود عند 
اقتراب قيم :7 من العدد ع من اليسار أو اليمين أو كليهماء أو عندما 
تتذبذب قيم (2) بين قيمتين مختلفتين عند اقتراب قيم:< من . 

حساب النهايات جبريًا (الدرس 4-2) 
* يمكن إيجاد نهايات كثيرات الحدود والدوال النسبية عادة من 
خلال التعويض المباشر. 
إذا توصلت إلى الصيغة غير المحددة 1 عند حساب نهاية دالة 
نسبية؛ فبّسَّط العبارة جبريًا من خلال تحليل كل من البسط 
والمقام أو إنطاق البسط أو المقام؛ ثم اختصار العوامل 
المشتركة. 

المماس والسرعة المتجهة (الدرس 4-3) 

* معدل التغيّر اللحظي للدالة / عند النقطة ((3)/ ,2) هو ميل 
المماس 171 عند النقطة ((3)/ ,32) » ويُعطى بالصيغة 
7/00 - م1 عد عر 5 


المشتقنة (الدرس 4-4) 

* يُرمز لمشتقة ”07 ح (0)] بالرمز (:0"/: وتُعطى بالصيغة 
16-1 ح (:3)'/ » حيث 11 عدد حقيقي. 

المساحة تحت المنحنى والتكامل (الدرس 4-5) 

© تُعطى مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة (2)/ 
والمحور 2 بالصيغة 
عد بها بج يمر ح نجه 0 .حيت 8:0 هما 


الحدانالأعلى والأدنى للتكامل , 
د حدبجهد 

النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل (الدرس 4-6) 
« الدالة 0 ذ "ند - (0)/ هي (1)3 وتُعطى بالصيغة 


كه ح (102 » حيث ') عدد ثابت 


٠‏ إذا 1 )5 دالةٌ أصلية نلدالة المتصلة (10: فإن 
(1)0 - (1)0 ع جا ضار 


0 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


المفردات 


122 م :130 المؤثر التفاضلي ص 156 
التجزيء المنتظم ص 166 


التكامل المحدد ص 167 


النهاية من جهتين ص 130 
التعويض المباشر ص 139 
الصيغة غير المحددة ص 140 الحدالأدنى ص 167 
المماس ص 149 الحدالأعلى ص 167 
مُعدل التغيّر اللحظي ص 149 
قسمة الفرق ص 149 

السرعة المتجهة اللحظية ص 151 
المشتقة ص 156 


117711 مس 1 
التكامل ص 167 

الدالة الأصلية ص 173 
التكامل غير المحدد ص 174 
النظرية الأساسية في التفاضل 
والتكامل ص 175 


الاشتقاق ص 156 


المعادلة التفاضلية ص 156 


اختبر مفرداتك 
اختر المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي: 


1) ميل المنحنى غير الخطى عند نقطة عليه هو 
يمكن تمثيله بميل مماس منحنى الدالة عند تلك النقطة. 


» والذي 


2) يمكن إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى دالة والمحور 1 
باستعمال 


سكنت ةلك ذا كاة مقام الدالة الفسية لا يساوي سنا 
عند النقطة التي تُحسب عندها النهاية . 


4) إذا كان 0)/ - )"25 فإن 200 تُسمى ل100/. 
5) يُسمى ناتج التعويض في النهايات على الصورة؟ 

6 8 عملية إيجاد المشتقة ب 

6 إذا شبقت دالة ب -ك»ء فإن ذلك يعني إيجاد مشتقة 


0 


- 


الدالة. 


إن يطلق على السرعة المتجهة عند لحظة زمنية محددة لح 11 


وزارة التعليح 
هنا معنالع ع0 بمأكاصذالطا 


2021 - 3 


مراجعة الدروس 
ذو تقدير النهايات بيانيًا (الصفحات128-136) 


قذّر كل نهاية مما يأتي باستعمال التمثيل البياني» ثم عرّز إجابتك 
باستعمال جدول قيم: 


09 (7-*22 ) حصنا 
3ج 


0 (22-5ت + خكي0.5 ) جمنا 
جنر 


قدّر كل نهاية مما يأتي: 


يتغل [[1 
6 ل برق - عر بير 


72-0 - شير 1 


04 2-2 2جر 


استعمل خصائص النهايات لحساب كل نهاية مما يأتي: 


2 
5) لعفف وورز[ 


وجرن 


6 (12 +22 - شيرة) حصنا 
جين 


احسب كل نهاية مما يأتى باستعمال التعويض المباشر إذا كان ممكنّاء 


وإلافاذكر السبب. 
2+1 


7 5ع يراليه 0 


8) (15 + 222 - 33--) حصنا 
جين 
احسب كل نهاية مما يأتي: 


19( شخت ورزنزز 
22-8 2ج جم 


20) 2 + تيه - 2) عل 


5 حساب النهايات جبريًا (الصفحات 137-146) 


2ن : 5 507 3 3 5 370 5 


التحليل بيانيًا : يبن التمثيل البياني للدالة 4 2 ح (م)م أدناه أنه 
كلما قتريت قم من العد 2» فإن قم (0)/المقابلة: تقترب من 4 ؛ 


لذا فإن بإمكاننا تقدير حك ووذ بالعدد 4 . 


1 


التعزيز عدديًا : كوّن جدول قيم باختيار قيم * القريبة من العدد 2 من 


ينيط تب ابا أله كلما اتتريت قم امن العدد 2 من اليسارتومن 
اليمين» » فإن قيم (:3) /تة تقترب من العدد 4 . 


احسب كل نهاية مما يأتي باستعمال التعويض المباشر إذا كان ذلك 
ممكنّاء وإلا فاذكر السبب. 
(1 د ع4 + 2عح- 27) يمنا 
بما أن هذه نهاية كثيرة حدود؛ لذا يمكننا حسابها باستعمال 
التعويض المباشر. 
1 + (4)2 + 23 - 2223 - (1 + ييه + ثبو - 5بجة) يونا 
1-1 + 8 +16-4- 


حتك ون[ 
2 4سجسينر 


ا ب م 
لذا يمكننا حسابها باستعمال التعويضه 8 
ل 


8021 - 3 


الفصل4 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 181 


دليل الدراسة والمراجعةكة 


5 المماس والسرعة المتجهة (الصفحات149-154) 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالة مما يأتي عند النقاط المعطاة : أوجد ميل مماس منحنى 2< - / عند النقطة (4 ,2) 
1) (1,7,)3,3-) ,+ - 6 1 1 
الك قر حطنا ح 


22) )3 ات) ع )2 0( 2 3 6 1 11 0[ 
10-12 الى 
أوجد معادلة ميل منحنى كل دالةٍ مما يأتى عند أي نقطة عليه: 1 


7 صيغة معدل التغير اللحظي 
2-9 


+38 + 22 د رن لللبليكد 2 - 2)/, 102 + 2) - 1+ 2)ر 


24) 4 + 3 - رن 1-4 4 1ك ور - فك الأقواس 
ظ 03 04 0 (1 + 4 

تمثل (5)4 في كل مما يآأتي موقع جسم بالأقدام بعد غ ثانية . أوجد سرعة 2101115 

الجسم المتجهة اللحظية عند الزمن المعطى: 70+ 4) يمنا - 

55) 0.5 -غ ,16:2 - ]15 ح )د 0-4 +4- 


6) 3.5 -غ ,400 + ,35 - 1612- ح )و 


تمثّل (1:)8 في كل مما يأتي مسار جسم متحرك . أوجد السرعة المتجهة 
اللحظية (0)8 للجسم عند أي زمن: 
37) 12:2-5 ح نار 8) +3 + 2:2 قح زمار 


9ذؤوذ المشتقنات (الصفحات 156-1653) 


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي باستعمال النهايات » ثم احسب قيمة 
المشتقة عند النقاط المعطاة. 


ع 2 
أوجد مشتقة قحجك - (ت)ر1. 
2 تمن 


9) 4,1- -غ,11 جع + 2ف - ميو افترض أن 2 + 3ب ح (ت) ع ,5 - 2د - (0)ر. لذاء 
()9/()] ح () . أوجد مشتقة (3)؟ , م 
0) 3-,ة - ز, 3 - (10 - ():” يه لا ار 
22-5 - (8)/ 2 منالفرض 
أوجد شتقة كل دالة مما يآتى: 2 - () 2206 قواعد مشتقاتالقوة والدالة الثابتة 
١‏ 2 + 3 > (8)3 2 منالفرض 
2 -ح ()/ 28 قواعد مشتقات القوة والدالة الثابتة 
استعمل (8/)0 ,(:)8 ,(ة) ",(:ة)] لإيجاد مشتقة (:):1. 


داع ودار - جنا و00 1 _ 
استعمل قاعدة مشتقة القسمة؛ لإيجاد مشتقة كل دالة مما يأتي: 0 ] 1 


حت ل 22-9 -_- 2نة (5 - 22 - (2 + مم2 _ 
وم تقحة- ور وم فلتقبللك- وى حت 0 


1 90+14 - (7)0 52) 97+ م4 - مج 
00000 
5 “برلا 3 - نن؛ 4) 5+ 8,2 - 41,4 - زو 


()1 قاعدة مشتقة القسمة 


عه + 15:2 + 4 _ 
1772 تمي 


دهن فعنالءع ع0 بمأكاصاالطا 


2021 - 3 


2 الفصل4 النهايات والاشتقاق 


قرّب مساحة المنطقة المظللة تحت منحنى كل دالة مما يأتي باستعمال 
الأطراف اليمنى و 5 مستطيالات: 
7 


استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور :د . والمعطى بالتكامل المحدد في كل مما يأتي: 


2 
9 مر 
1 
3 
40) مك (1 - بيه 0 
0 
2 
1) 1 +2 مر 
0 


2) :نك 0د - 0 
1 


المساحة تحت المنحنى والتكامل (الصفحات 164-172) 


استعمل النهايات لإيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 


212 ح 1 والمحور :2. في الفترة [2 ,0] أو دك 0 
ابدأ بإيجاد ١3:‏ , 3 


0 + ان + ا 
6 
2 +3 + 8)212 


أخرج عاملا مشتركاء 
ثم اقسم على 1 


خصائص النهايات 


| 46 6 النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل (الصفحات 175-179) 


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي: 
35) 51-2 - )ع8 

4) 2 - وو + 32- ح ()1 

5 11-غ2 + 122 - 63 - )ار 

6 4 - 1213 - قرل4 + كرزم - (رزام 
احسب كل تكامل مما يأتي: 

7) مرك لعرع 


8) 2ك (4 - حم 


5 
9) يرك (كمرج + تيرد + 4 - 2ن2) / 
3 


4 
0) يرك (5ر5 + 3و2 سا مرك + 2ن-) 0 
1 


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالة مما يأتي: 
6 يك - وار 
كّ أعد كتابة الدالة 
المغطاة نقؤة سالية 


تيه - رار 


5+1 قاعدة ضرب دالة القوة 
دك 05 بروريريث 


0 + ل - دن + 4 - بسَط 
)6 7 - تود زر 
27د ومر 


يد 


الدالة المعطاة 
أعد كتابة الدالة بدلالة قوى :1 


٠. 2+1 

0 + 1-0 0 ح راغ سرد 4 
قوت 

١9‏ 714 3 ا بسط 


وزارة ال 


مهةنأمعسلع )6ه راكنا 


الفصل4 دليل الدراسة والمراجعة ‏ 183 


دليل الدراسة والمراجعكة 


تطبيقات ومسائل 


1 حيوانات: يُعطى عدد الحيوانات 7 فى محميّة طبيعية بالمئات بعد 
3 1 
#سنة بالداة 100 + 486 202 - ق)م, حين 5 < 1 . 
١‏ 70-5 - 53 ' 
(الدرس 4-1) 
أوجد العدد التقريبى للحيوانات فى المحميّة بعد 5 سنوات. 
0 أو جد)2 ونا ؟ 


2 تحف فنية: اسات لاسناحره 


افترض أن الدالة ي, 

بمئات الويالات 7 درس ها 

8) استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة 10 > / > 0 . 

) استعمل التمثيل البياني في الفرع 3 لتقريب سعر التحفة عندما 
0 -حغ4. 

©) استعمل التمثيل البياني ذ 

4) وضّح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر التحفة. 

©) بعد 10 سنوات. قدَّم أحد المعارض الفنية عرضًا لشراء التحفة 
من سلمان بسعر 30000 ريال» هل من الأفضل بيعها بهذا السعر؟ 


في الفرع 3 لحساب ()0 لل ٠‏ 


برّر إجابتك. 
35 مبيعات: افترض أن الدالة 0ك - (/)ن تمثّل سعر سلعة 
5 '(25)0.4 + 5 
ما بالريالات بعد سنة. (الدرس 4-2) 


8) أكمل الجدول أدناه: 
السنة 
السعر 


©) استعمل الآلة البيانية لتمثيل الدالة في الفترة 10 > > 0 . 
») استعمل التمثيل البياني لتقدير ()2 1101 إذا كانت موجودة. 
4) وضح العلاقة بين نهاية الدالة وسعر السلعة. 


4 صواريخ: أطلق صاروخ رأسيًا إلى أعلى بسرعة 44/5 150. افترض 
أن ارتفاع الصاروخ (1)4/ بالأقدام بعد ؛ ثانية يُعطى بالدالة 
2 - 150 + 1642- -ح ()172. (الدرس 4-3) 
أوجد السرعة المتجهة اللحظية )5 للصاروخ. 
©) ما سرعة الصاروخ بعد 1.55 من إطلاقه؟ 
©) متى يصل الصاروخ إلى أقصى ارتفاع؟ 
4) ما أقصى ارتفاع يصل إليه الصاروخ؟ 


24> الغفصل4 النهايات والاشتقاق 


5) رماية: أطلق محمد سهمًا بسرعة 16/5 35 باتجاه هدف. 
افترض أن ارتفاع السهم / بالأقدام بعد غ ثانية من إطلاقه مُعطى بالدالة 
5 +354 + 16+2- -ح ()72. (الدرس 4-3 ) 


8) اكتب معادلة السرعة المتجهة اللحظية()5 للسهم . 
) ما سرعة السهم بعد 0.5/5 من إطلاقه؟ 

©) متى يصل السهم إلى أقصى ارتفاع؟ 

4) ما أقصى ارتفاع يصل إليه السهم؟ 


6 تصميم: يقوم مصمم ألبسة رياضية بعمل شعار جديد يشبه المنطقة 
المظللة تحت المنحنى أدناه؛ حيث سيقوم بخياطة هذا الشعار على 
لعمل 50 شعارًا إذا كانت :3 بالبوصات؟ (الدرس 4-6) 


7 ضفادع: تمثل الدالة 328+6- - ()0 سرعة قفز ضفدع بالأقدام 
لكل ثانية » حيث ‏ الزمن بالثواني. (الدرس 4-6) 


أوجد موقع الضفدع 5)7» على فرض أن 0 - (5)7 عندما 0 ح /. 


() ما الزمن الذي يستغرقه الضفدع في الهواء عند قفزه؟ 


8) طيور: سقطت حبة قمح من منقار حمامة تطير على ارتفاع :1 20 » 
ل 8 - - )اق حيث ‏ الزمن 


5 مجناعرك ايع ل دسدة لوط 000 0 


() أوجد الزمن الذي تستغرقه الحبة حتى تصل إلى سطي الأ فون. 1 
صهةنأمعسلع )6ه ادا و 1 ايا 


2021 - 3 


قدّر كل نهاية مما يأتي: 
: 6 12 اه 
1) 4-8+ ااا 2( 5-7 سنا 
6 ج2 ينا 4 21 +22 - تيرك + يج ونا 
-32 7اجمن مومجمر 
5) إلكترونيات: يعطى متوسط تكلفة إنتاج جهاز إلكتروني بالريال 
عند إنتاج مد جهاز بالدالة 2105 1 ك1 # رو , 


1 احسب 4 الدالة عندما تقترب 32 من المالانهاية. 
0000 وإلا 


فاذكر السبب: 
2 
2 .: 3 1 
6 : -52 يملا 6 (3 +ع5-12عم) صا 


8 ناد رياضي: ميل الدالة 2000-24 2 )ل عد المستركين في 
ناد رياضي بعد # يوم من افتتاحه. 
8) ماعدد المشتركين في البداية؟ 
©) ما أكبر عدد ممكن لمشتركي النادي؟ 


احسب كل نهاية مما يأتى (إن وجدت): 
09 2 +2-72ين) عل 0 (5 - شيرع 3ر2) م 
0 اععرب ثة ع ونح لكاي 
4 + تير + فيرب مور ار 
2ط 
3) اختيار من متعدد: ماقيمة 35 ونا ؟ 
جحي 
2-1 1 
0 2 
8 0 0 غير موجودة 


أوجد ميل مماس منحنى كل دالةٍ مما يأتى عند النقاط المعطاة: 
4 (8- ,2-) , (5,7-) ر8 - م2 + تر ح رز 
5 ارت فت 
5) (2,3), (2-,1-) ,2 + بك د بر 
6 (0,1) , (3,25-) ,1(2 + :2) - 
أوجد السرعة المفجهة اللحطية (7 لبهم يغطئ موقعة عند أي زنئن 
بالدالة (1:)6 في كل مما يأتي: 
7) 32 + عو ح )17 
8 102-73 ح )رم 
9) +4 + 2 - 32/3 - زمار 


أوجد مشتقة كل دالة مما يأتي: 


0 2-7ة - -ح وار 

21) 5 + م8 - 4 ح )6 
22 4 + 5و3 ح- )0 

5©) (5- 4002 - 2م - ومع 


2 3 
24) معد 10 


5) صناعة؛ تُعطى التكلفة الحدّية © بالريال لإنتاج :د كرة قدم يوميًا 

بالدالة 0.005 - 15 ع 6ه . 

8) أوجد دالة تمل التكلفة الحقيقية . 

0) أوجد تكلفة زيادة الإنتاج اليومي من 1500 كرة إلى 2000 كرة. 
استعمل النهايات؛ لتقريب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 
والمحور :د والمعطاة بالتكامل المحدد في كل مما يأتي: 

26( ام-0 


8 
237 عا كن 0 


3 
5 
28 عه فيه + عه - 7) أ 
2 


أوجد جميع الدوال الأصلية لكل دالّة مما يأتي: 
9) 8 +م2- 2م 9س 3م4 -ح (م)1 

0 22-2 + 4 3 - (م)سه 

احسب كل تكامل مما يأتي: 

1) «<2 (3 - ع4 + 6:2 - قار 

52) 2ك (2 س عر4 د وا 


3 مساحات: ما مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيى 39 52 
في الفترة 4 > :د > 2 في الشكل أدناه؟ 


17-2 وحدة مساحة 1 ة 
8 174 وحدة مساحة وعد قارة اكليم 
3 دهن فعنالع عه بمأكاصأالطا 
3 - 2021 
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جمع متجهين في المستوى 4) - جمع متجهين في الفضاء (وط + و4 روط + وهررط + ,4) ع 6 + هج 


5 0 9 - ف عق ط-) + -ح ط- هج 

طرح متجهين في المستوى طرح متجهين في الفضاء )6 
(وط - وه روط - وهررط - يم) - 

ضرب متجه في عدد حقيقي 


20 
تك (يه1,رمع) دوع صرب منجة في عدد حفيفي (يها روه ,بهغ) - ها 


في الفضاء 


الضرب الداخلي لمتجهين في 
المستوى 


الضرب الداخلي لمتجهين في 


الفضاء وناو6 + وطوه + رطره - ط 0١‏ 


وناوه + رطره ع- ط ١ه‏ 


15 
270100000 8 طعة 
الزاوية بين متجهين - 0 و00 الضرب القياسي للثلاثيات 1 - 7 نه ٠غ‏ 


4 
طول متجه 2 - ج/) + “رد - و2)/ة > || 


الضرب الاتجاهي لمتجهين في 


الفضاء >[ (رطوه - وطره) + [(رطوه - و6 م) -1(رط وه - ونامم) - ط »اه 


ستهددكت» 


[(69 - ,4) صنة 2 + (و6 - ,4) 5وم] َِ - صيغة الضرب [(860 + ,6) صنو 1 + (جو6 + ,0) 5م»] و17 - وقرة 


(4 ع ي4) 5م و2777 - 72 +12 نظرية ديموافر (©16 مذو 1 + 7,16 وم»)”77 ع "[(© طنذو 1 + 0 5م») 7] - 


27نق ونور 215 +06 


1 
1 لتك وون) 7 


آل 


بر دزا 5 صيغة احتمال 
6 ذات حدين 


000000 لضا 000 


)ع سنا + دار جنا - [ماع + دار ] سنا خاصية الفرق )ع جنا - (داثر حصنا - [(مد)ع - (د)ر] سنا 


6ج جر 7 


دار يمنا - [0د) ا ] وما خاصية الضرب )8 وملا ٠‏ (د)ر حصنا - [(داع ٠‏ (د) /] وما 


وص 


0 6 3[ 1 72-1 : 
لكين اضر يسني - "زومر بسنا 


إلى 
السرعة 6 
0 < هدر حصنا , (دار سن - )م سنا السرعة المتجهة المتجهة اللحظية 
١‏ 1-7 ون 
7 


قاعدة مشتقة 


القوة 


قاعدة مشتقة 


الضرب 


إذا كان "1 - (2)ل حيث 11 عدد حقيقى» 
فإن 1-اموور - (0)']. 


اع 0[ + ضع 0 - [جمع ضار ف 


قاعدة مشتقة ا 01000 , / 
المجموع أو الفرق إذا كان )1 2< ()ع ع (تدال فإن )"1 د ت)'ع ع (د)'[. 
قاعدة مشتقة 


0 از - ونع نار _ |00 | 4ه 
القسمة 


0002| [60؟] :ده 


طفش 000 000000 


+ )2 ح :دك (د)/ 


المجموعة الخالية 


مضروب العدد الصحيح الموجب 11 


تباديل 11 مأخوذة 7 في كل مرة 


توافيق 11 مأخوذة 7 في كل مرة 
مجموعة الأعداد النسبية 
مجموعة الأعداد غير النسبية 
مجموعة الأعداد الصحيحة 
مجموعة الأعداد الكلية 
مجموعة الأعداد الطبيعية 
مالانهاية 

سالب مالانهاية 

النهاية عندما تقترب :ا من 0 
دالة القيمة المطلقة 

الدالة متعددة التعريف 

دالة أكبر عدد صحيح 


الوحدة التخيلية 


النظرية الأساسية 
في التفاضل 
والتكامل 


4 
(20 - ()ط ع عه وال ١‏ 


معكوس الدالة / 
لوغاريتم 3 للأساس تا 
اللوغاريتم العشري 
المتجه ل 
المتجه 0 
مقدار المتجه 2 
المجموع من 1 - إلى / 
الوسط لعينة 
الوسط لمجتمع 
الانحراف المعياري لعينة 
الانحراف المعياري لمجتمع 
مشتقة الدالة (3)/ 
التكامل غير المحدد 
التكامل المحدد 
الدالة الأصلية للدالة (3)/ 
الحدث المتمم 

)م1 احتمال الحدث 2 


(4 | 8)ط احتمال 8 بشرط / 


وزارة التحعلر 
حا عنالع 6ه بمأكاما 


2021-7 
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دهن معنالءع ع0 بمأكاصأالطا 


2021 - 3 


